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Zu Pranditls /O. Geburtstag. 


In Ehrerbietung und Liebe gilt es am 4. Februar 1945 eines Mannes zu gedenken, dessen 
Wirken in der langen und ruhmvollen Geschichte der Mechanik wahrhaft Epoche gemacht hat 
An diesem Tage vollendet Ludwig Prandtl sein 70. Lebensjahr. In seinem schlichten Gelehrten 
leben stand stets die wissenschaftliche Leistung vor der Person, und daher soll in diesen ihm ge 
widmeten Zeilen eine Würdigung seines Werkes den Vorrang haben. 

Die ersten wissenschaftlichen Leistungen L. Prandtis gehören der Mechanik fester defor 
mierbarer Körper an, und wenn auch später die Strömungslehre hauptsächlich seine Arbeitskraft 
in Anspruch nahm, so ist er in größeren Abständen wieder und wieder gern zu diesem Zweig der 
Mechanik zurückgekehrt. In seiner Dissertation aus dem Jahre 1899 wurden Kipperscheinungen 
behandelt, die damals für die Theorie der elastischen Stabilität durchaus neuartig waren, obwohl 
sie ja sehr leicht an einem hochkant gestellten auf Biegung beanspruchten Stabe zu beobachten 
sind. Wenige Jahre später bereicherte Prandtl die Elastizitätstheorie durch sein Membran- odeı 
Seifenhautgleichnis für die Spannungsverteilung eines tordierten Stabes. Der Spannungshügel 
macht nicht nur die Verhältnisse anschaulicher, sondern kann auch direkt zur experimentellen 
Bestimmung der Spannungsverteilung benutzt werden, wie zum ersten Male in einer von Prandtl 

13 





\ m . r nn Z. angew. Math. Mech. 
186 Tollmien, Zu Prandtls 70. Geburtstag Bande Nr. 5u.6/1864 





selbst angeregten Hannoverschen Dissertation (von H. Anthes) gezeigt wurde. Aber auch die Er- 
kenntnisse über das nichtelastische Verhalten der Werkstoffe wurden von Prandtl wesentlich ge 
fördert. Eine grundlegende Arbeit aus dem Jahre 1920 über die Eindringungsfestigkeit plastische 
Körper leitete geradezu eine Neubelebung der Plastizitätstheorie ein. Umfangreiche Versuche 
über elastische Hysteresis und Nachwirkung ließ Prandt! durch seine Schüler im Göttinger In 
stitut für Angewandte Mechanik durchführen. Daraus entwickelte er schließlich ein Gedanken 
modell zur kinetischen Theorie der festen Körper, das unbeschadet mancher möglichen und not 
wendigen Ergänzungen wesentliche Seiten der genannten Vorgänge erfassen dürfte. 


Zur näheren Beschäftigung mit dem Gebiet, auf dem er seine größten Erfolge erringen 
sollte, wurde Prandt! zuerst durch seine praktische Tätigkeit als junger Ingenieur bei der Ma 
schinenfabrik Augsburg-Nürnberg angeregt. Es gelang ihm dort um 1900 zum Absaugen von 
Holzspänen eine Abscheidevorrichtung, einen sog. Zyklon zu konstruieren, der bedeutend 
günstiger arbeitete als die früher benutzten Hilfsmaschinen dieser Art. 4 Jahre nach diesem 
hydrodynamischen Debut trug der junge hannoversche Professor auf dem Heidelberger Inteı 
nationalen Mathematiker-Kongreß seine bahnbrechende Grenzschichtarbeit vor. Man muß sich 
die Situation der Strömungslehre um diese Zeit vergegenwärtigen. Das 19. Jahrhundert hatte fi 
die reibungslosen Strömungen die Wirbelsätze und die Theorie der Potentialströmungen auf 
gestellt. Für reibende Strömungen waren freilich auch die Bewegungsgleichungen durch Nawvieı 
und Stokes bekannt. Lösungen existierten aber nur für ganz langsame oder ganz zähe Strö 
mungen, bei denen die Trägheitswirkungen gegen die Zähigkeitswirkungen vernachlässigt werden 
können. Weiter war von Helmholtz und Reynolds in dem Ähnlichkeitsgesetz ein wirksames Ord 
nungsprinzip für die Strömungserscheinungen in reibenden Flüssigkeiten gewonnen und frucht 
bringend angewandt worden. Dagegen war es nicht gelungen, die Kräfte auf umströmte Körper, 
in erster Linie Widerstand und Auftrieb, selbst nur grundsätzlich zu erklären. Auch die An 
wendung von Trennungs- oder Unstetigkeitsflächen der Geschwindigkeit durch Helmholtz und 
Kirchhoff hatte hierfür nichts genützt. Die Grenzschichttheorie löste nun diese Schwierigkeiten. 
Prandtl zeigte, daß eine, wenn auch noch so kleine Reibung jedenfalls in einer dünnen Schicht 
am Körper zu berücksichtigen ist. Dabei sind die Differentialgleichungen für die Grenzschicht 
strömung gegenüber den Nawvier-Stokesschen Differentialgleichungen so vereinfacht, daß allge 
meine Aussagen über das Strömungsverhalten gemacht werden können. Insbesondere läßt sich 
die Möglichkeit einer Ablösung der Strömung aufıreisen, wodurch der Druckiriderstand und bei 
unsymmetrischen Strömungen der Auftrieb erklärt werden kann. In der Arbeit von 1904 wurde 
zur Verringerung des Widerstandes sogar schon ein so aktuelles Mittel wie die Grenzschicht 
absaugung vorgeschlagen und an Strömungsbildern demonstriert. 

In den nächsten Jahren — es waren die ersten seiner Göttinger Wirksamkeit ließ es sich 
Prandtl angelegen sein, die Grenzschichttheorie in Dissertationen theoretisch und experimentell 
auszubauen. Etwa in der gleichen Zeit wurde durch Kutta, Joukowsky und andere die zwei 
dimensionale Tragflügeltheorie mit den Mitteln der konformen Abbildung geschaffen. Prandt! 
unternahm es daraufhin mit seinen Mitarbeitern, die Verhältnisse beim Tragflügel endlicher 
Spannweite zu klären, also die Beeinflussung der Strömung durch das Wirbelsystem, das den 
Tragflügel begleitet. Stichworte wie Prandtische Integrodifferentialgleichung zur Berechnung de 
Auftriebsverteilung bei gegebenem Tragflügel, Minimum des induzierten Widerstandes, Umrech 
nungsformeln für den Widerstand bei geändertem Seitenverhältnis, Windkanalkorrekturformeln 
zeigen, welche Fragen hier zur Diskussion standen, Fragen, die für die Theorie, für die Versuchs 
technik und für die Praxis von gleich großer Bedeutung sind. 1918 war dieser Fragenkompler 
so weit aufgehellt, daß Prandt! selbst eine umfassende Darstellung in den Nachrichten deı 
Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften geben konnte. 18 Jahre später nahm Prandtl die 
Tragflügeltheorie von einem ganz anderen Standpunkt aus in Angriff, indem er diesmal nicht 
von dem begleitenden Wirbelsystem ausging, sondern im Anklang an Lanchestersche Gedanken 
gänge von dem Beschleunigungspotential. Der Übergang vom einfachen Bild der tragenden Linie 
für den Tragflügel zu dem Bild einer tragenden Fläche wird durch diese neue Wendung deı 
Theorie sehr leicht ermöglicht, aber nicht nur das, sondern auch der Behandlung eines Traqg 
flügels im zusammendrückbaren Medium wird der Weg bereitet. 

Mit dem Einfluß der Kompressibilität auf Strömungen hatte sich Prandtl schon frühzeitig 
auseinandergesetzt. Um die Jahrhundertwende lagen wohl schon mancherlei Beobachtungen übeı 
einen aus einer Düse austretenden Druckluftstrahl vor, doch waren die theoretischen Vorstel 
Jungen so wenig abgeklärt, daß allen Ernstes die Meinung vertreten wurde, ein solcher Strahl 
könne keine höhere mittlere Geschwindigkeit als die Schallgeschwindigkeit annehmen. Durch die 
Prandtischen Untersuchungen über stationäre Wellen in Gasstrahlen wurde 1904 das maßgebliche 
Wechselspiel zwischen Verdünnungen und Verdichtungen in den Strahlen qualitativ aufgeklärt. 
Außerordentlich folgenreich war sodann die erakte Lösung für Überschallströmungen um eine 
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Ecke, die von Prandti 1907 angegeben und von Th. Meyer ausgearbeitet wurde. Diese Unter- 
suchungen von Überschallströmungen fanden nach manchen Jahren ihre Vollendung in dem ge 
meinsam mit A. Busemann entworfenen graphischen Charakteristikenverfahren zur Bestimmung 
ebener wirbelfreier Strömungen. Auch zur Theorie der Unterschallströmungen gab Prandtl einen 
grundlegenden Beitrag mit der nach ihm benannten Regel, welche die angenäherte Berechnung 
einer kompressiblen Strömung um ein Tragflügelprofil aus einer inkompressiblen Strömung um 
ein passend verzerrtes Profil gestattet. Gerade in den letzten Jahren ist in der flugtechnischen 
‚Jerodynamik die Bedeutung dieser schon 1922 aufgestellten Regel mehr und mehr hervorgetreten. 


Es ist fast selbstverstäündlich, daß einen so grundsätzlich gerichteten Forscher ein hydro 
dynamisches Problem vom Range des Turbulenzproblems anziehen mußte. Der frühe Hinweis 
auf die Verwandtschaft zwischen turbulenter Wärmeübertragung und dem Reibungswiderstand 
war sehr fruchtbar für die Aufklärung des technisch ungemein wichtigen Wärmeüberganges, zu 
mal die ältere diesbezügliche Bemerkung von O0. Reynolds kaum beachtet worden «war. Die 
turbulente Strömungsform war im vergangenen Jahrhundert zunächst in Rohren und Kanälen 
beobachtet worden. Nun entdeckte 1912 G. Eiffel den Abfall des Luftwiderstandes einer Kugel 
beim Übergang zu höheren Reynoldsschen Zahlen. Die Erklärung dieses äußerst merkwürdigen 
Verhaltens durch ein Turbulentwerden der Grenzschicht bestätigte Prandt! 1914 durch das geist 
reiche experimentum crucis mit dem Stolperdraht, der den laminaren Charakter der Grenzschicht 
schon bei niedrigeren Reynoldsschen Zahlen zerstörte. 1920 gelang es Prandtl, aus dem von 
Blasius zusammengefaßten umfangreichen Versuchsmaterial über den Rohrreibungswiderstand ein 
Gesetz für die turbulente Geschwindigkeitsverteilung in Wandnähe zu erschließen. Dies „'r-Po 
tenzgesetz“ fand manche Jahre hindurch eine ausgedehnte, praktisch fruchtbare Anwendung; 
man kam erst etwas davon ab, als man höhere Reynoldssche Zahlen in Betracht zog, für die 
grundlegende Rohrreibungsversuche im Göttinger Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsfor 
schung unter Prandtis Leitung durchgeführt wurden. Inzwischen hatte Prandtl für die Deutung 
des turbulenten Austausches die anschauliche Vorstellung des Mischungsweges entwickelt. Gewiß 
handelt es sich bei dem Mischungsweg nur um ein heuristisches Hilfsmittel, das seine Rolle früher 
oder später ausgespielt haben wird. Man darf aber nicht vergessen, welche praktisch wichtigen 
Ergebnisse mit seiner Hilfe erstmalig gewonnen wurden, sei es für die freie Turbulenz, die sich 
ohne den Einfluß begrenzender Wände ausbildet, sei es in der Aufstellung der Widerstandsgesetze 
für glatte und rauhe Rohre bis zu beliebig hohen Reynoldsschen Zahlen. 


Überblickt man dies in großen Zügen umrissene theoretische Werk, so bleibt es unentschie 
den, ob man mehr die Treffsicherheit für das physikalisch Wesentliche bewundern soll, mit der 
die unvermeidbaren Vernachlässigungen gemacht sind, oder ob man die Besonnenheit höher 
schätzen soll, die trotz aller mathematischen Kühnheit die Aufstellung der Ansätze so gelenkt hat, 
daß sie rechnerisch noch gerade ausgewertet werden können. Ein bedenklicher Leser wird bei der 
ersten Bekanntschaft mit den Prandtischen Theorien leicht Anstoß nehmen an der Unbedenklich- 
keit, mit der mathematisch naheliegende Einwände außer acht gelassen werden. Beispielsweise 
sei an die offenkundigen Schwierigkeiten erinnert, die sich bei der Regel für die Unterschall 
strömungen um Tragflügelprofile der vorgenommenen Linearisierung in der Umgebung des un 
vermeidlichen Staupunktes entgegenstellen. Oft läßt erst die geradezu erstaunlich gute Überein- 
stimmung der theoretischen Ergebnisse mit den Versuchen die ganze Tiefe der Einsicht er- 
kennen, mit welcher hier der Kern der Vorgänge von Nebensächlichkeiten freigelegt wurde. 
Während die klassische Hydrodynamik in wichtigen Bereichen die Verbindung zu der Erfahrung 
nicht hatte herstellen können, ist ja die neuzeitliche Strömungswissenschaft gerade gekenn 
zeichnet durch eine innige wechselseitige Durchdringung von Theorie und Experiment. Es ist 
hier nicht der Ort, Prandtis Verdienste um das strömungswissenschaftliche Versuchswesen dar- 
zulegen; die von ihm und seinen Mitarbeitern aufgebauten Göttinger Institute geben hierfür 
das sinnfälligste Zeugnis. 

So gewiß die Entwicklung der Strömungslehre durch die Erfordernisse der Technik, be- 
sonders der Flugtechnik, vorangetrieben wurde, so wenig sind ihre Auswirkungen auf technische 
Probleme beschränkt. In den beiden letzten Jahrzehnten ließ es sich Prandtl angelegen sein, die 
moderne Strömungswwissenschaft für die dynamische Meteorologie in eigenen Abhandlungen und 
in zahlreichen Arbeiten seiner Schüler fruchtbar zu machen. Die Wirkungen der Erddrehung 
und der thermischen Schichtung der Atmosphäre sind dabei Sondereinflüsse, die bei den üblichen 
Strömungsproblemen meist nicht in Rechnung zu stellen sind. Über dies Randgebiet der heutigen 
Hydrodynamik und noch manche andere hat Prandtl in dem letzten großangelegten Abschnitt 
seines „Führers durch die Strömungslehre“ berichtet. Mit diesem Buch wurde der Fachwelt vor 
zwei Jahren ein besonders willkommenes Geschenk gemacht; zeigt doch dieses imposante Werk 
wie kein zweites das universale Eingreifen der modernen Strömungswissenschaft in naturwissen- 
schaftliche und technische Probleme. 
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Das Werk Prandtis hätte sich nicht so glanzroll und folge nreich entfalten können, wenn 
er nicht aus deı eigenen WiSSENSt haftlichen Besessenheit die Kraft entwickelt hätte, in eine) 
große n Zahl von Schülern und Mitarbeitern eine ähnlich entsagungsvolle und leidenschaftliche 
Hingabe an die Forschung zu wecken. Nicht das geistreiche Ape reu. sondern die systematische 
Aufhellung ganzer Frage nkonı ple re war sein Ziel, das sich eben nur durch Bildung einer Schule 
erreichen ließ. Zu den vielen Doktoranden, die im Lauf der Jahre bei Prandtl promowvie rten. 
kamen mit dem fortschreitenden Ausbau der Göttinger Institute zahlreiche Mitarbeiter, die in 
peı sönlichem Verkehr seiner Anregungen te Hlhaftig wurden. Dabei hat Prandt! es bewnßt aufs 
sorgfältigste vermieden, angehende Forscher durch die Übermacht seiner wissenschaftlichen Peı 
sönlie Irlee it in uUhre ‚mn IE (ld stumm A] hemmen. Eine sinnvolle Frage wurde eufge rorfen. deren Dı 
antwortung bei dem derze tigen Stande der Forschung nicht ausgeschlossen schien, « inige Lö 
sungsmöglicht iten wurden zur Diskussion e stellt: im ü rige n ließ Prandt! mit der Geduld eines 
echten Erziehers die Eigenart des Bearbeiters sich entfalten, so bere twillig er die bei rechten 
Forschungsarbe iten unrermeidlichen schıreren Sorge n durch Ermutigung und Rat mitt vg und 
dem festgefahrenen durch nene Anregungen weiterhalf. Die Forderungen, die Prandt! an wissen 
schaftliche Arbeiten erhob, waren getren der Tradition des Georgia Augusta sehr hoch. Dafiı 
war eine knappe Inerkennung aus seinem Munde die höchste Belohnung, die einem jungen, unteı 
ihm arbeitenden Forscher zuteil werden konnte. Auch aus dem Auslande kamen häufig junge 
Gelehrte nach Göttingen, meist für ein Jahr, um über ein von Prandtl et stelltes Thema unter 
seiner Leitung zu arbeiten. Jeder, der wie der Schreiber dieser Zeilen das Glück hatte, einige 
Zeit in einem Prandtischen Institut zu arbeiten, wird mit Dankbarkeit an die geistige Gemein 
schaft Gleichstrebender denken. die durch den Dienst an der Sache und die Vere hrung für die 
Persönlichkeit des Meisters geeint waren. 

Widerspruchslos, aber auch neidlos wird Prandt! seit einem Vie rteljahrhundert ron der ge 
samten Fachwelt als der führende Forscher auf dem (Gebiete der Mechanik anerkannt. Nicht 
weniger erstaunlich aber ist es, daß er nach so gewaltigen Leistungen an der Schelle des 
achten Lebensjahrzehntes sich nicht im mindesten ron dem aktiven Wissenschaftsleben abge 
wandt hat. Im Gegenteil, in den letzten Jahren hat Prandt! in der Wisse nschaftsorganisation 
neue verantwortungsvolle Führungsaufgabe n für die Forschung seines Landes übernommen. erst 
vor einem halben Jahr erschien eine verbesserte Auflage des „Führers durch die Strömungs 
lehre“, und auch die eigene forschende Pionierarbeit ruht nicht. Welchen besseren Wunsch 
können daher seine Fachgenossen und Freunde zum 4. Februar 1945 zugleich für sich selbst und 
für den Jubilar haben, als daß seine Schaffenskraft noch recht lange ungeschirächt erhalten bleibe! 
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Außer den in diesem Heft veröffentlichten Aufsätzen gingen für das Prandtl-Heft noch die 
folgenden Arbeiten ein: 
m. Flügge, Zur Membrantheorie der Drehschalen negativer Krümmung, 


I. Flügge-Lotz, Über Bewegungen eines Schwingers unter dem Einfluß von Schwarz 
Weiß-Regelungen. Ergebnisse gemeinsamer Arbeiten von I. Flügge-Lotz, H. F. Hodapp, K. 
Klotter, H. Meissinger und K. Scholz, berichtet von I. Flügge-Lotz in Berlin, 


W. Frössel, Kondensationsstöße bei kompressibler Strömung an gewölbten Wänden, 


@G. Guderley, Störungen in ebenen und rotationssymmetrischen Schall- und Überscheall 
parallelstrahlen, 


(@. Hamel, Zur Fehlerschätzung bei gewöhnlichen Differentielgleichungen erster Ordnung, 


H. Schlichting, Ein Näherungsverfahren zur Berechnung der laminaren Reibungsschicht mit 
Absaugung, 

H. Schuh, Über die Lösung der laminaren Grenzschichtgleichung an der ebenen Platte für 
Geschwindigkeits- und Te nmperaturfeld bei vweränderlichen Stoffiwerten und für das Diffusionsfeld 


bei höheren Konzentrationen. 


Aus drucktechnischen Gründen konnten sie leider nicht in dieses Heft aufgenommen werden. 


Sie werden in einem der folgenden Hefte erscheinen. 
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Die dünne Kreisringplatte mit großer Ausbiegung. 
Von Karl Federhofer in Graz. 


Um die Zulässigkeit der Anwendung der Ringmembrantheorie bei der 
Berechnung von dünnen Ringplatten mit großer Ausbiegung beurteilen 
zu können, ist die Kenntnis des Verhaltens solcher Ringplatten bei Be- 
rücksichtigung ihrer Biegungssteifigkeit notwendig. Es werden für den 
Fall der nur am Innenrande belasteten Ringplatte die Grundgleichungen 
zwei nichtlineare Differentialgleichungen 2. Ordnung) aufgestellt und so 
dann genähert integriert. Die numerische Auswertung ergibt beträchtliche 
Unterschiede in der Formänderung und in den Spannungen, wenn anstatt 
der genauen Theorie die einfachere Ringmembrantheorie benützt wird 


Einleitung. 


Bei der Berechnung der dünnen Kreisringplatte, deren Durchbiegungen unter dem Ein- 
flusse von Lasten vergleichbar mit der Plattendicke oder noch größer als diese werden, 
beenügt man sich in Ermanglung der strengen Lösung des Problems gewöhnlich damit, solche 
dünne Ringplatten einfach als im unbelasteten Zustande nicht gespannte Membranen (Häute) 
zu betrachten, in die sie im Grenzfalle verschwindender Biegungssteifigkeit übergehen. Die 
hierfür geltenden, schon von A. Föppl') entwickelten beiden Grundgleichungen wurden 
von E. Schwerin?) bei zwei bestimmten Lastannahmen strenge gelöst; für die nur am 
Innenrande belastete Kreisringmembrane konnte hierbei die Lösung der zugehörigen Grund- 
gleichung einer nicht linearen Differentialeleichung 2. Ordnung strenge in geschlossener 
Form dargestellt werden, so daß der bis dahin einzige, von A. Föppl') angegebene, ge- 
schlossen lösbare Fall des unendlich langen gleichmäßig belasteten Membranstreifens nicht 
mehr allein steht. 

Durch die Untersuchungen von St. Way’) und des Verfassers’) wurde aber festgestellt, 
daß sich bei Berechnung einer dünnen vollen Kreisplatte beträchtliche Unterschiede in der 
Formänderung und in den Spannungen ergeben, wenn anstatt der genauen Theorie die ein- 
fachere Membrantheorie benutzt wird. Da ähnliche Verhältnisse auch bei der dünnen Kreis- 
ringplatte zu vermuten sind, so erscheint in Anbetracht der häufigen Verwendung von dünnen 
Kreisringplatten für Regelorgane und für Druckmeßinstrumente auch für diese eine schärfere 
Berechnung mit Berücksichtigung ihrer Biegungssteifiekeit erforderlich, die die Beurteilung 
der Zulässigkeit der Anwendung der Ringmembrantheorie ermöglicht. Diesem Zwecke dient 
die folgende Untersuchung, die sich vorerst nur auf den Fall der am Innenrand belasteten 
Ringplatte beschränkt; eine ähnliche Untersuchung für die gleichmäßig belastete Ringplatte 
bleibt einer folgenden Arbeit vorbehalten. 


1. Die Grundgleichungen. 


Die dünne Ringplatte (r;, r„ Innen- und Außenhalbmesser) sei 





Y Pr REES Y 
7 er. , am Innenrand (Bild 1) in einer mit P zentrisch belasteten starren 
ie v0 Kreisscheibe eingespannt und am Außenrande festgehalten; sie sei im 


übrigen unbelastet, so daß lediglich der Innenrand mit P/2r;z je 


Längeneinheit des Umfanges belastet ist. 

Die elastische Fläche, in die sich die Mittelebene der Ringplatte infolge der Belastung 
verformt, werde durch die radiale Verschiebung "(r) eines Punktes M an der Stelle r und 
die Neigung g(r) der Meridiantangente festgelegt. Dann gilt für die Dehnungen e, und e&, 
im Meridian und im Parallelkreise 


Bild 1. 


dv | " 
A — + 1 ; &,: 
dr cos 9 7 r 
RER a . 5 dsing . 
Die Krümmung x, des Meridians an der Stelle r beträgt #,= jy ‚jene =, des an der 
.y- 2 
, i k sing b i 
Stelle r gelegten zweiten Hauptschnittes x, en, Es gelten daher mit 
N ee 
1, A. Föppl: Vorlesungen über technische Mechanik, Leipzig 1907, Bd. 5, $ 24, S. 132. 


?, E. Schwerin: Z. techn. Phys. Bd. 10 (1929), S. 651. 
3), St, Way: Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. Bd. 56 (1934). S. 627. 
°ı) K. Federhofer: Luftf. Forschg., Bd. 21 (1944), S. 1. 
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die Formeln 
dv u? du 
I} u 
= ; 2 = (4), 
ATdr'?2 ) ı dr ) 
® i u „ 
=- (3), a a er a Te A 
r 5 r 


Bezeichnet ferner T, die Spannkraft, @, das Biegungsmoment im Meridianschnitt, T, und @, 
Spannkraft und Biegungsmoment im zweiten Hauptschnitte, so bestehen die bekannten 


Zusammenhänge 


T,= es. Fur,), G, 
IL, = Er, + u), G,= 
oder mit Benutzung der obigen Formeln 
T,= St + tu ) or 6, 
T, = or | - +u > - +u 5) Ki A 5: 


Hierin bedeuten: E die Elastizitätszahl, 


a die Poissonsche Zahl, 


h die Dicke der Platte, 
Eh? 


D= [31 ®) deren Biegungssteifigkeit. 


Dix, +tux,), 


Diz,+ux)), 


du u\ 
D(, + uT ) GE 
u du 
D\— + u SUEOEIENZ F 
r "dr 


Die Gleichgewichtsbedingungen für die am deformierten Plattenelemente wirkenden Spann- 


kräfte und Biegungsmomente lauten 


q T E 0 
dr ir 4) e- 
d Nr 
(rG,) —-6,.= 
dr ’cosg 
> 
r(T,sin@g+N c0sYy)=5, 


(10), 


(11), 


(12), 


wenn N die in der Meridiannormalen wirkende Querkraft bedeutet. Mit der Dimensionslosen 


r 
= — (13) 
I Ya 
ergibt sich als erste Gleichgewichtsgleichung 
a 
de De=d, 
die durch Einführung einer dimensionslosen Funktion y (0) mit den Ansätzen 
rn DW . Dad y a 
A ro a A TR. a d 0 Be er (15) 


0 


erfüllt wird. Beseitigen wir aus den beiden Gln. (6) und (7) die radiale Verschiebung » und 


: . dv . 
ihre Abgeleitete d 4 so entsteht bei Beachtung von (10) 
Eh 


Mi. u 2 
7,+0+ 5 u 0. 


Diese Gleichung erhält mit Einführung einer zweiten dimensionslosen Funktion ®(o) gemäß 


D(=2V3 ul) 
und mit dem homogenen Differentialoperator 


d? 1 d 1 


uU) det’ode 


0? 


(16) 
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die einfache Form 
ii - 
L(PY)+ 5 —=( . MB: 
| ‘) 





Die zweite Grundgleichung für ® und Y ergibt sich durch Beseitigung der Querkraft N aus 

der zweiten und dritten der obigen Gleichgewichtsgleichungen unter Beachtung der Formeln 
für @, @, und T\,; es folgt nach längerer Rechnung 
DW u" 

I, (®D) r 0 (ID), 


[2 ı 





worin #* eine von der Belastung P und von den Abmessungen der Ringplatte abhängige 
dimensionslose Größe ist, die durch 


g# P {> 3(1 alte) (17) 
ı - Pr «> ° . 

ar, Eh h) 
bestimmt ist. Die erste Grurdgleiehung enthält als einzige numerische Konstante die 


Poissonsche Zahl «. während in der zweiten Grundegleichung nur die Belastungskennzahl »* 
auftritt. 
2. Lösung der Grundgleichungen I und Il. 


Die simultanen nichtlinearen Differentialgleichungen 2. Ordnung I und II vereinfachen 


sich wesentlich in den beiden Grenzfällen der biegungsfesten Platte ohne Membranwirkung 
und der reinen Ringemembran. Im ersten, der gewöhnlichen linearen Plattentheorie ent- 
sprechenden Falle scheidet Gl. (I) wegen /=0 aus und es verbleibt als lineare Grund: 
eleichung 
u“ 
L(D) + 1 LEE BR (Ila), 


0 
aus der die Funktion ® durch zwei Quadraturen zu bestimmen ist. Im zweiten Grenzfalle der 
vollkommen biegsamen Ringmembran vereinfacht sich die Grundgleichung Il wegen des 
Fortfalles der Biegungsmomente (deren Beitrag durch das Glied 7, (®) zum Ausdruck kommt) in 


DYLH* 0, 


womit sich für die Funktion Y gemäß (I) die niehtlineare Grundgleichung 


0 ag By + | _£ ze. ; u ER 4 . db) 
ergibt, mit deren Lösung die Membrankräfte nach (14) und (15) bestimmt sind. 

Da für beide Grenzfälle die zugehörigen Grundgleichungen (lla) bzw. (Ib) geschlossen 
integrierbar sind, so gewinnen wir Näherungslösungen der in strenger Form nicht integrier- 
baren Gln. (I) und (II), indem wir die darin vorkommenden nichtlinearen Glieder durch jene 
Werte ausdrücken, die sich aus einem der beiden Grenzfälle berechnen lassen, und sodann 
die nun linearen Differentialgleichungen integrieren. Der für diesen Beitrag zugelassene 
knappe Umfang macht eine ausführliche Wiedergabe der angedeuteten Rechnungen und ihrer 
numerischen Ergebnisse unmöglich, dies soll an anderer Stelle erfolgen. Ich beschränke mich 
hier darauf, zu zeigen, daß eine einfache Näherungslösung der Grundgleichungen I und II 
gewonnen werden kann, wenn man von dem zweiten Grenzfall der vollkommen biegsamen 
Ringmembran ausgeht und für die Querzahl « den Sonderwert 1/3 annimmt. 

Der Potenzansatz 

F=Bfh.-. .».... ua 707 u 
in welchem B einen noch zu bestimmenden konstanten Beiwert bedeutet, erfüllt die Bedingung 
des Verschwindens der radialen Verschiebungen am Außen- und Innenrande der Ringplatte, 


1 j i : . A 
sobald u=—- gesetzt wird. Denn diesem Ansatze entsprechen nach (14) und (15) die 
.) 
Membrankräfte 


Bo”*s und .=>>B 0 Me, a er (19); 


somit ist T, = FE T, und es wird daher die mit der radialen Verschiebung verhältige tangen- 
RETURE E . ra 1 
tielle Dehnung e, = Eh (T,— u T,) im Falle „= gan allen Stellen der Ringplatte gleich 
Null, d. h. jeder Punkt der Ringplatte erfährt dann nur eine Verschiebung senkrecht zur 
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\ 2 - P i ! l u? 
Plattenebene. Mit dem Ansatze (18) liefert die Grundgleichung I mit m= —, 
2 1/2B 
PD (0) , N a 20), 
- 3 | m “ ( 


so daß sich das radiale Biegungsmoment @, aus (8) und (16) zu 


(Fr 


% 
1.» 


Dı1 | Bl. 1 


berechnet. Im Falle «== verschwindet demnach @, überhaupt, so daß mit (20) jedenfalls 
E +) 


die Bedingung einer gelenkigen Festhaltung des Innen- und Außenrandes erfüllt ist. 


Da zufolge (15) und (20) 


2 2B 
PW=--—B | — konstant, 
. „ 


so genügen die Ansätze (15) und (20) der für die vollkommen biegsame Membran geltenden 
vereinfachten Grundgleichung II (® Y= 9*), sobald 


. 
B: > | 9m d9*: 


gesetzt wird; diese Ansätze sind daher mit dem vorstehenden Werte von B eine partikuläre 
Lösung von (I) und (IT) im Falle der Ringmembrane°). Geht man aber mit dem Ansatze (18) 
für Y(o) in die vollständige Grundgleichung II der Ringplatte, so läßt sie sich mit Ein- 
führung einer neuen Veränderlichen &(o) gemäß 


i 3 
& (0) 5 | B 0"3 


überführen in die Besselsche Gleichung 


’» Id» 9 A 
( 5 P(l+;E) er I, 


dz &E dE 
worin 
Be. 
2 B’ı 
Die zu (21) gehörige homogene Differentialgleichung hat als Hauptsystem von Lösungen die 
beiden Besselschen Funktionen erster Art Js,(i£) und J_s,(i£) (i imaginäre Einheit), 
für die da der Parameter die Hälfte einer ungeraden Zahl ist eine geschlossene Dar- 
stellung mit Benutzung der Hyperbelfunktionen möglich ist. Hiermit läßt sich das vollständige 
Integral der inhomogenen Differentialgleichung (21) nach längerer Rechnung, die hier über- 
gangen werden soll, darstellen durch 


„jun —, Goj x 
DPHYE=C|T; Gojs)+ ( (Sin: 4 
(22) 
RER a CHEFS) — SinFbi(d) |] 
+ A|CojEEi (ld) - SinFZSi(d)+ z u 
l > j 


wo C,C, die beiden Integrationskonstanten bedeuten und &i (&), Ci (£) durch 

Sin? ,. eu a SE 

\——d£, Gd)=| mw]; 

bestimmt sind. Verfügt man über die Konstanten C, C, so, daß die Bedingung gelenkiger 
Festhaltung der beiden Ränder erfüllt wird, so sind mit (20) und (22) zwei voneinander 
verschiedene, aber zum gleichen Ansatze für Y(o) gehörige Lösungen für ® (0) gewonnen, 
welche die Randbedingungen befriedigen, und es kann der noch offene Freiwert B etwa aus 
der Bedingung ermittelt werden, daß beide Lösungen zur gleichen Einsenkung am Innenrande 
führen sollen. Damit erhielte man eine außerordentlich komplizierte transzendente Gleichung 


5) Diese Partikulärlösung stellt nach Schwerin?) den Grenzfall dar, dem sieh die strengen Lösungen der 
Grundgleichungen einer Ringmembrane für alle Werte « < „ nähern; für 4 > haben diese Gleichungen keine 


3 E} 
reellen Lösungen, woraus Schwerin schließt, daß dann der vorausgesetzte axialsymmetrische Spannungszustand nicht 
mehr möglich ist und ein wellenförmiges Ausbeulen der Membran eintritt. Bei Zugrundelegung der vollstäudigen 
Grundgleichungen I und II, d. h. bei Berücksichtigung der Biegungssteifigkeit der Ringplatte, verliert aber der Fall 


h=7 diese Sonderstellung. 
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für B, deren numerische Lösung noch dadurch erschwert wäre, daß B auch im Argumente £ 
enthalten ist. Wir verzichten auf die Durchführung dieser Rechnung und berechnen B auf 
viel einfacherem Wege durch die Erwägung, daß die Grundgleichung II mit den Ansätzen (18 
und (20) durch jenen Wert B am besten erfüllt wird, der der Galerkinschen Forderung 

1 

\E@)o'"sodoe=V0 

4g 
entspricht, wo E(o) die mit Benutzung der Ansätze (18) und (20) gerechnete linke Seite der 
Gl. (IT) bedeutet. Hieraus folgt, wenn 


2B 
m 


B, und oa 


gesetzt wird, für B, die kubische Gleichung 
16 3 
2 nd WdE. „7 u 


ma 


Mit Unterdrückung des mittleren Gliedes dieser Gleichung, welches den Einfluß der Biegung 
der Ringplatte zum Ausdrucke bringt, ergibt sich 


3 
B} D 
m 
2B h 
und wir kommen wegen B, z zurück auf den schon früher angegebenen, der Lösung 


von Schwerin entsprechenden Wert 


_. 
B=;> | DR, 


Mit dem durch GI. (23) bestimmten verbesserten Werte B, läßt sich die Durchbiegung w (r) 


. Wr dw 3 
der Ringplatte an der Stelle r leicht berechnen. Es ist 7, =“ oder wegen (16): 


dm 5) 


! 
F P(o)do, 

- 3 > ni 

woraus sich für die Einsenkung » (0) mit der Randbedingung » (1) =0 


h £ 
w (0) = = Bf 0"'3) 


’ “ m r . mw(o) ! ö u n 
ergibt; für das Einsenkungsverhältnis “ am Innenrande gilt daher die einfache Formel 
w; B, ‘ 
= ( ENT a a ee 
rn ays(-o u. 


r > n. . . wi . } ’ ’ } n ’ 
Zahlentafel 1. Einsenkungsverhältnisse zy m Abhängigkeit von #* nach Formel (24) mit u='/, 
[ 


und nach Formel (25) für die Ringmembrane mit u. —=0'3. 








0; D* ! 8 12 16 20 30 40 50 
01 w; 0,3008 0,5152 0,6709 0,7933 0,8947 1.0943 1.2488 1.3768 
j h 0.6810 0.8580 0.8822 1.0810 1.1645 1.3330 1.4672 1.5804 
Dr 5 10 20 25 30 50 70 100 
03 Ww; 0,3731 0,5337 0,7253 0,7949 0,8550 1,0412 1.1800 1.3435 
i h 0,5147 0.6485 0,8171 0.8802 0.9353 1.1089 1.2406 1,3972 
DE 10 >5 50 70 100 150 200 250 
05 w; 0,3798 0.5495 0,7113 0,8030 0,9113 1,0501 1.1601 1,2528 
£ h 0,4367 0.5926 0,7467 0,8353 0,9408 1.0769 1.1853 1.2768 
9 100 200 300 350 500 750 1000 
0 w; 0,5241 0,6658 0.7647 0.8059 0.9095 1.0430 1,1491 
“4 
h 0.5392 0.6793 0.7776 0,8187 0,9220 1.0554 1,1616 
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Die hiernach gerechneten, in der Zahlentafel 1 eingetragenen Werte j sind dort gerenüber- 
” ı 
gestellt jenen Werten, die sich nach E. Schwerin aus der durch strenge Integration der 
Gl. (Ib) erhaltenen und für die vollkommen biegsame Ringmembrane eültigen Formel 
8 P 
AY,„Eh 


ergeben; mit Einführung der durch (17) definierten Belastungskennzahl #* entsteht daraus für 


ai 


= Be 
das Einsenkungsverhältnis ,' die Formel 


h 


h 3 - va. . (25), 
| 12 (1 “) yV>3 

worin für die von der Innenlochzahl o; abhängigen Beiwerte »; mit der Annahme «03 
folgende Zahlen gelten 

4 =0,]1 0,3 05 0,7 0,0 

o; = 1,143 0,502 0,540 0,3095 VOISH. 
Die Angaben dieser Zahlentafel lassen die beträchtlichen Abweichungen erkennen, die sich 
bei der Berechnung der Formänderung nach der reinen Membrantheorie gegenüber jenen 
erheblich kleineren Werten ergeben, welche die Berücksichtigung der Biegungssteifigkeit der 
Ringplatte liefert. 

3. Berechnung der Spannungen. 

Es überlagern sich die von den Biegungsmomenten @,, @, und von den Spannkräften T,, T, 
erzeugten Spannungen. Aus den Formeln (8) (9) berechnen sich bei Beachtung von (16) die 
Biegungsinomente zu 

(F 


1 


Dh er D f Dh D .n 
r,2y3\do e © . r,2y3\o "do 

i j h ” 
Die von ihnen in den Randfasern + „ erzeugten Biegungsspannungen betragen 


h? h’ 
rEZz7Y, bzw. Frä>y,, 
ad Ya P 


worin die von der Belastungszahl 9* und von o; abhängigen Zahlenwerte y,, y, im Falle 


‘vi ’ 


1 ‚ R 
n=7 bestimmt sind durch 


1 
v—d, oo" 
‘ i«- 6] nn 


Die von den Membrankräften herrührenden Membranspannungen lassen sich analog darstellen 
in der Form 


m \ h? 
E—r, Br 
r: v; 
worin die Zahlenwerte r,, r, durch 
ER | 
a — © 9, ‚AR er 
Si 


gegeben sind. 

Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen, auf deren Wiedergabe hier wegen Raum- 
mangel verzichtet werden muß, zeigen, daß die nach der reinen Membrantheorie gerechneten 
T,. 7,- Werte von den nach den vorstehenden Formeln ermittelten Werten um so weniger 
abweichen, je größer die Belastungszahl 9* und das Lochverhältnis o,; sind; für Werte 
9* > 100 sind die Unterschiede praktisch belanglos. Dazu treten aber die oben gerechneten, 
durch die Membrantheorie nicht erfaßten tangentialen Biegungsspannungen, die am Innenrande 
ein Mehrfaches der Membranspannungen ausmachen. Der Einfluß der Biegung auf die 
Spannungen einer dünnen, nur am Innenrande belasteten Ringplatte ist ein so beträchtlicher, 
daß die übliche Berechnung einer solchen dünnen Ringplatte mit großer Ausbiegung als reine 
Ringmembran nicht nur bezüglich der Formänderung, sondern auch hinsichtlich der Be- 
anspruchung ein ganz unrichtiges Bild gibt; lediglich im Bereiche großer Lochverhältnis- 
zahlen (0; >07) ist wenigstens die Formänderung durch die Ringmembrantheorie zutreffend 
dargestellt. 373 


Eingegangen am 12. 8, 44, 
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Die schiefe Kreiskegelschale bei zwei Beanspruchungsarten. 
Von L. Föppl in München. 


Es wird der statisch bestimmte Spannungszustand in einer schiefen Kreis- 
kegelschale bei innerem oder äußerem gleichmäßigen Überdruck vollständig 
angegeben. Alle Spannungen wachsen hierbei proportional mit dem Ab- 
stand von der Kegelspitze. Bei Belastung der Kegelspitze durch eine Einzel- 
last bzw. ein Moment nehmen die Spannungen umgekehrt proportional dem 
Abstand bzw. dem Quadrat des Abstandes von der Kegelspitze ab. Die zu- 
gehörigen Spannungszustände in der Kegelschale werden für einige Fälle 
angegeben. 


$ 1. Geometrische Eigenschaften einer schiefen Kreiskegelschale. 


Bekanntlich besitzt jede Kegelschale zweiter Ordnung ein System paralleler Kreisschnitte. 
Legt man den Koordinatenanfangspunkt eines x-y-z-Koordinatensystems in die Kegelspitze 
und die &-y-Ebene parallel den Kreisschnitten des Kegels und sorgt ferner dafür, daß die 
x-2-Ebene Symmetrieebene des Kegels ist, so lautet die Gleichung dieses Kegels (s. Bild 1): 


z(ax —b2)=x+y’. . () 
zı 





Darin haben die Konstanten a 
und 5b die folgenden Beden- 
tungen: 


2 L 
a=c,+t, r 


wenn 


y we (1b) 
C, tg ß, j 


und /, bzw. /, die Winkel der 
in der .r-z-Ebene gelegenen Fr Zn 
Mantellinien des Kegels mit Bild 1 
der z-Achse bedeuten (s. Bild 1). 

In der Tat läßt sich Gl. (1) mit Benutzung der durch Gl. (la) gegebenen Bedeutungen 
von a und 5 folgendermaßen umschreiben: 





oder 


Für den Spannungszustand in der Kreiskegelschale unter den verschiedensten Belastungen 
| 8 g g 
sind die Krümmungen der Schale maßgebend. Von den beiden Hauptkrümmungsradien an 


jeder Stelle der Schale ist der eine, der dem Schnitt durch die Mantellinie der Kegelschale 


entspricht, unendlich groß. Der andere, im Schnitt senkrecht zur Mantellinie gelegene Haupt- 
krümmungsradius sei mit o bezeichnet. Er läßt sich mit Hilfe der Gleichung der Kegelfläche 
analytisch ausdrücken. Zu diesem Zweck schreiben wir die Flächengleichung (1) folgender- 


maßen: 
y=Yzlazx—b2)— a’... .. ER En 0 ce 
und erhalten damit den Krümmungsradius o aus') 
P+e+N) 
) a ee et Te 


Ai A+gy)r—2pgqs+(il+p’t 
mit den Abkürzungen 


1)S. Hütte: Des Ingenieurs Taschenbuch, Bd. I, 27. Aufl. Berlin 1941, S. 161. 
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[O7 a2 2a oOy aa )bz 
) > >: q= 
1 dx 2y / dz 2y 
"y (az 3x) 1 
r : ’ 
du ty’ „ 
\ (4). 
Pb „ (12 2x) (ax u), 2) Aa 
S 
002 by" 2y 
' 0 y (ax bz3)* h 
02° by“ J 





Setzt man diese Ausdrücke in Gl. (3) ein und beachtet noch 
:.=r’+y+:. ee u A 


so erhält man nach einigen Umformungen 


s 7 „y”\; 6 
= - y 0 — (ba). 
31a? tb) ; ; e 
Unter Beachtung der Gl. (la) kann man hierfür auch schreiben 
r L? y’\3 h 
==8 (1 Tr. ® R r - E ü & ; : (6b) 
2 y? 8 
oder mit den Abkürzungen 
= 7, d ( -7C, 
A 
’ ja tb ( 6, 
(7), 
) > 
u = 
N yva—4b c,-c, | 
2\ 8 
S | ..Y"\z ! 
== 1i—-4,1° (be). 
= [2 Ss” 


Führt man noch den Winkel e ein, den die zu dem betrachteten Punkt der Kegelschale ge- 
hörige Mantellinie mit der .-z-Ebene einschließt (s. Bild 1), so geht die letzte Beziehung über in 


0. . 0) 3 y 
ee \ er 51 24.) Br ee BEE BE EEE | 


Der Krümmungsradius o wächst demnach längs einer Mantellinie proportional mit dem Ab- 
stand s von der Kegelspitze. 

Ein wichtiger Sonderfall entspricht 4=1, d. h. A=r und damit e, =0®. Im diesem Fall 
ist die z-Achse eine Mantellinie des Kegels, auf der die Kreisschnitte der Kegelschale senk- 
recht stehen. 

Mit 4=0 geht der schiefe Kreiskegel in den geraden Kreiskegel über mit der z- Achse 
als Symmetrieachse. 


$S 2. Die Spannungen in einer schiefen Kreiskegelschale bei gleichmäßigem 
Innendruck. 

Denkt man sich ein Schalenelement aus der Kegelschale an irgendeiner Stelle durch 
zwei benachbarte Mantellinien und zwei dazu senkrecht stehende benachbarte Schnitte heraus- 
geschnitten und drückt die Gleichgewichtsbedingung in Richtung senkrecht zum Schalen- 
element aus, so erhält man für die senkrecht zur Mantellinie gerichtete Normalspannung o; 
den Ausdruck 

= z 0 . — a ae 
wobei p den inneren Überdruck und ö die Wandstärke der Schale bedeuten. Bei äußerem 
Überdruck ändert sich das Vorzeichen von p und damit auch von or. 

Nach Gl. (9) sind die Tangentialspannungen o; in der Kegelschale überall als bekannt 
anzusehen. Sie wachsen ebenso wie o längs einer Mantellinie proportional mit dem Ab- 
stand s von der Kegelspitze an. 

Außer 0; greifen an dem oben erwähnten Schalenelement noch die in Richtung der 
Mantellinie fallenden Normalspannungen o, sowie die Schubspannungen r,; an, welch letztere 
als zugeordnet in beiden aufeinander senkrecht stehenden Schnitten des Schalenelementes 
gleich groß sind. Diese drei Spannungen o;, o, und r,; bestimmen den Spannungszustand in 
der Kegelschale vollständig, wenn man ohne Biegungsbeanspruchung auskommt, was bei 
dünnen Kegelschalen in der Regel vorausgesetzt werden kann. Diese drei Spannungen liegen 
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in der zuzehörieen Tangentialebene der Kegelschale. Da die eine von ihnen, nämlich 6; nach 
Gl. (9) überall bekannt ist, folgen die beiden anderen aus den beiden 
Gleichzewiehtseleiehungen. von denen man die eine zweckmäßig für 


die Richtung der Mantellinie, in die also o, fällt, und die andere für 8% 
die dazu senkrecht stehende Riehtung, also in Richtung von 0; zum ee” a 
Ausdruck bringt. Die gestellte Aufgabe der Spannungsermittelung in ni r 
der Kegelschale ist demnach eine statisch bestimmte. Die erwähnten \\ 
beiden Gleichgewichtsbedingungen bleiben unverändert, wenn man die Pe „oe 
Keeelschale in eine Ebene abwickelt. Wir wollen dies in Gedanken % Ti 
tun, indem wir die Kegelschale längs der Erzeugenden 0€ aufschneiden N. 
(s. Bild 1) und in eine Ebene legen, in der wir das Polarkoordinaten- 
system s, y verwenden (s. Bild 2). Der Nullstrahl 0A in Bild 2 ent- y) 
spricht der Erzeugenden 0.4 des Kegels in Bild 1. \ 
Mit Hilfe der Airyschen Spannungsfunktion F(s,y) lassen sich ® 
die Spannungen bekanntlich folgendermaßen ausdrücken: yild 2, 
0F 
6 
i0/ I o°I 
6; #2 ge’ ur . (10). 
Ö lo F 
"st mp ren 





Indem man für o6; den Wert nach Gl. (9) einsetzt, erhält man aus der ersten dieser drei 
Gleichungen 

j pPp = De 

F 56,1 ”sın’e® . a ee er 
Dieser Wert von F ist in die zweite und dritte 4 
Gl. (10) einzusetzen, um auch 6, und r,; an jeder » . 
Stelle zu erhalten. Dazu ist aber die Abhängig- 
keit der Spannungsfunktion von yı auszudrücken. 
Zu diesem Zweck berechnen wir zunächst eine a 
Abhängiekeit zwischen den Winkeln », > 


y,g und & | 
(s. Bild 3). indem wir den Cosinussatz auf die | 


? : s 2 SR 77 /y > 
körperliche Ecke anwenden, die von den folgen- 2 #7 „7 7 Ja 
den drei Ebenen gebildet wird, die durch den er 00 
Schalenpunkt B hindurchgehen: erstens die Kreis- 4 / { ! 
schnittebene des Kegels, die parallel zur .«-y- L@ ? 

“ y . n » . i f T 
Ebene des Koordinatensystems verläuft: zweitens mil 7 € 
die durch die z-Achse und den Punkt B be- [&/ IN > 
3 ö . 2 75 x 
stimmte Ebene, die auf der erstgenannten senk- e 
recht steht und mit der .«-z-Ebene den Winkel y Vf 
einschließt und drittens die Tangentialebene im 0 (m zZ 


Schalenpunkt B. Diese letztere schneidet sich 
mit der erstzenannten Ebene längs der Tangente 
BE an den Kreisschnitt. Beachtet man, daß der zu dieser körperlichen Ecke gehörige Körper- 


3ild 3. 


winkel längs der Kante BD ein rechter ist, so folgt aus dem Cosinussatz für die Körperecke: 
cos Od cos (a + W’) - cos (0°! Y-+y) 

oder 
sinv=sina-sin($—y) . . . . re 


worin d=»-+ 90° die Neigung der Tangente an den Kreisschnitt durch B mit der durch B 
laufenden Mantellinie bedeutet und « den Neigungswinkel angibt, unter dem diese Mantel- 
linie die z2-Achse schneidet (s. Bild 3). Um den Winkel a in Gl. (12) zu eliminieren, lesen 
wir aus Bild 3 die folgende Beziehung ab: 


, N Yy Vx’+y’ i , 
sın = Zi. SUY- MR . : . .» . 18. 
Var+y s F 
Gl. (12) läßt sich damit umformen in: 
' sin(p—y) . 
sın v = I N 
sin y 
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oder 
‚ 5 a yix LC EN, iR 
sin» =(sin g coty — cos) sine=| 7 “ „ jsine=isine . . . . (14). 





Es folgt hieraus 
BE PI- ERBE. . 2m nu ni ale» 


Ferner gehen wir von der Beziehung 
Si ee a 5 


aus und bestimmen die Änderung beider Seiten dieser Gleichung beim Fortschreiten von 
Punkt B längs des Kreisschnittes um r-dg. Durch Differentiation der Gl. (15) erhält man 


ds _ 8 d: dy 
sine + — cose 
rdg ” r dq rdg 
Beachtet man, daß 
dy 
COS ( 
F d q / 
und 
ds ’ 
sinv, 
rd q 
wie aus Bild 3 hervorgeht, so erhält man 
di r cosyp +sinv- sine ’ 
un (16). 
dy s CoSE 


Um zu Winkel y, der in der Abwicklung (s. Bild 2) auftritt, überzugehen, beachten wir die 
aus Bild 3 abzulesende Beziehung: 


sdy - 
cosyv —= am), 
r d q 
womit Gl. (16) übergeht in 
de cos + sin» sin: 
i . (18a) 
dy COSE - COSY 
oder wegen Gl. (14b) und (14c) 
de COS ( sin? & 
: = . (18b). 


dy coseyl—#?sin?’e 
Damit hat man aber die Möglichkeit, die Spannungsfunktion F nach Gl. (11) partiell nach y 
zu differentiieren, indem man bildet 

dF dFde 


dy dedy 


(19). 

’ n a RE 2 A ö 

Nach Einsetzen der Werte für 2 nach Gl. (11) und für di nach Gl. (15b) erhält man nach 
y 

einfachen Umformungen 

dF », 


’ dy  92u 


nel ine) . . . 2: 825% MB 


.. 
Um di, zu erhalten, bilden wir wieder 


dF d®de 


un 9 
"re ads: = Fri BEE Ber Be ee Ze a Ze u Ze (21). 
Aus Gl. (20) folgt 
dp 4 s’ 2 |.  e (POS 2 sın? 21 9375 3 dy 21 9) 
Pr Fu 4 Pr (cosy-+4sin?e) + sine P A SINE COSE — 7, Sin g) + 0, 


wobei die Abhängigkeit des Winkels 9 von e zu beachten ist. Diese Abhängigkeit ist in 
differentieller Form durch Gl. (16) gegeben, die wir mit Rücksicht auf Gl. (14b) so schreiben 
wollen: 
dp s COS & . 
de r cos y-+4sin?: (23). 
Diese Gleichung können wir noch umformen, wenn wir die aus Bild 3 sofort abzulesende 
Beziehung 


yarimurlh#.. -» -» » + nn 55 








Ind 


une 


Duı 


Fer 
Gl. 


Gl. 
Es 
drü 


Fer: 


odeı 


wen 


gest 


Inde 


Dies 
und 


Wir 
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verwenden. Damit geht Gl. (23) über in 


dg sin q cos & ” 
- u ps er” (25). 
de sine cosp+4sin?: 
Indem man diesen Ausdruck in Gl. (22) einsetzt, erhält man 
d®» Be; } - sin’ 08 & 
|e £e:CosSso +37 cos .S 2 g U 96 
4)” |COSE- COS g 4 COSE In” & ——— 26) 
de d2u cosy + 4sıin?: 
und damit unter Berücksichtigung von Gl. (18b): 
er d2d; p 8° Fi | TEE: Ze Par en 
= „ =5=l(c0oSsYp + 4 sın? e) (COSY +54 5Sın”"e) sın" q (<t). 
dy® de dy ö2uy1l-—A4?sin: ‚ . z 
Durch Einsetzen dieses Wertes in die zweite der Gl. (10) erhält man 
n. pP: ® 1 ae Ey u & hen IR 
0, = (1 —- 4’sin?’e)’  4?(cos’y  sin’g—+44cosypsin’e+34°’sinte)| (28). 


Zu} | sn: 


Ferner ergibt sich die Schubspannung aus der dritten Gl. (10) unter Berücksichtigung von 
Gl. (20) zu 

pP ® 13.08 A 3.00 MY 
weZTZ Asine(cosp—+Asin’e). . a er De 
Da durch 4 und « gemäß Gl. (7) die Kreiskegelschale eindeutig bestimmt wird, haben diese 
beiden Größen für alle Punkte einer Kegelschale die gleichen Werte und sind daher Kon- 
stante. Die verschiedenen Schalenpunkte unterscheiden sich nur durch die Koordinaten s 
und e bzw. p, wobei, wie schon erwähnt, e den Winkel der Mantellinie gegen die &-z- Ebene 
bedeutet. Längs einer Mantellinie ist demnach e=const und g=const und es folgt, daß 
ebenso wie die Tangentialspannung o,; nach Gl. (9) auch die übrigen Spannungskomponenten 
o, und 7,;; proportional mit s anwachsen. 

Unter Umständen ist es zweckmäßig, den in den Ausdrücken für o, und r,; in der 
Gl. (25) und (29) auftretenden Winkel x durch den Winkel & oder umgekehrt auszudrücken. 
Es ist dies möglich, da beide voneinander abhängig sind. Um diese Abhängigkeit anzugeben, 
drücken wir die Ordinate y des Punktes B (s. Bild 3) zweifach aus: 


ver yessne. . BEE: ra (30). 
Ferner setzen wir für 
=" +yP+2—=(L+reosgp)”’+r’sino+z’ 


oder mit den Bezeichnungen nach Gl. (7) 


I) l+ u" -+-4°+24c0sg N»; N A . 1813. 


wenn zur Abkürzung 
N 1 + ur -/i’+21Icos oO. j z cc: u 


gesetzt wird. Damit folet aus Gl. (30) 


sin « sin « Pr 
sine >; . 5—— ! (33). 
vl+u+4+24cosg y\\ 
Indem man Gl. (33) quadriert und nach cosy auflöst, erhält man 
cos 9 ‚sin?’e + Ycos?: u? sin?e — 4? sin?e- cos?e. se. er A 


Diese Beziehung wollen wir dazu benützen, um in den Ausdrücken für o, und r,; nach Gl. (28) 
und (29) cosy und sing durch e auszudrücken. Nach einfachen Umformungen erhält man 


p s 1—-#+24°’sin’e (4?cos®e+ u?) ie 
. (35a), 


o .. . > 
62 u 1 /- sin? e 
EEE = co rn z = w 
AR — sine V cos’ BEER DC HUN .». -» : =» + ISbbl, 
Ö dt 


Wir wollen hierzu auch noch einmal die Tangentialspannung o, nach Gl. (9) anschreiben: 


p Ss . a 


hr 1 Map 2" ,.7. u . ° 
oO u 
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Von besonderer Bedeutung ist der Spannungsverlauf längs der beiden Mantellinien 0A und OC 
(s. Bild 3). Für sie ist e=0, so daß sich die Spannungen folgendermaßen ergeben: 


p 1—-% | 

(5, —_n = Je 
d Zu | 

(Ts tk —0 0, (36). 
yp 5 

(o:=0 Ö u | 


Das Verhältnis der beiden Normalspannungen o, und o;,, die längs 0 A und 0C Hauptspannungen 
sind, beträgt: 
O;\ | er vun 
(- - ee En Ve a NEN SS 


Dieses Verhältnis nimmt für 4=0 den Wert — an; A=0 entspricht aber der Kreiskegel- 


schale, in der bei gleichmäßigem Innendruck p sich ein achsensymmetrischer Spannungs- 


. ° + 3 ° 05 . u . > . . 
zustand ausbildet; dieses Verhältnis 7, Ist für die Kreiskegelschale schon seit langem bekannt. 
1 ” - 


ä ’ RR i 
Ein weiterer Sonderfall entspricht 4 = l. In diesem Fall stimmt der erzeugende Strahl 


0C des Kegels (s. Bild 3) mit der z-Achse überein, wobei zu beachten ist, daß die Kreis- 
schnitte des Kegels, wie hier angenommen wurde, immer senkrecht zur z-Achse stehen, so 
daß dieser Sonderfall dadurch ausgezeichnet ist, daß die Kreisschnitte des Kegels senkrecht 
auf einer seiner Mantellinien stehen. Dieser Fall liegt der Arbeit „Schiefe Kreiskegelschale 
unter Innen- oder Außendruck* zugrunde, die in den Sitzungsberichten der Bayr. Ak. d. W. 
erscheint. Für A=1 wird (o,), 0o=0, d. h. längs der Leitstrahlen 0A und 0C treten nur 
Tangentialspannungen o; und keine Längsspannungen o, auf, wie dies in der genannten Arbeit 
auch nachgewiesen ist. 


EEE = 2 
Wird A: =. 1, so nehmen die Längsstrahlen 0A und OC bei innerem Überdruck p 


der Kegelschale Druckspannungen >, auf und bei äußerem Überdruck dementsprechend Zug- 
spannungen o,. Die Spannungen wachsen absolut genommen mit weiter zunehmendem Ver- 
hältnis 4. Dieses Ergebnis ist bemerkenswert. 

Als Kontrolle für die Richtigkeit unserer Spannungsformeln (35a) bis (35c) wollen wir 
nachweisen, daß für irgendeinen der Kreisschnitte der Kegelschale die im Schnitt übertragenen 
Spannungen der Resultierenden des inneren Überdruckes r’p Gleichgewicht halten. Dabei 
ist zu beachten, daß die Spannungen o,, o; und r,; sich auf die Richtung der Mantellinien s 
bzw. die in der Tangentialebene an die Kegelschale senkrecht zur Mantellinie verlaufende 
Richtung beziehen. Der Kreisschnitt, der die Tangentialebene in der zugehörigen Tangente 
an den Kreis schneidet, ist dagegen geneigt, und zwar schließt die Tangente an den Kreis 
mit der Richtung der Spannung o; den Winkel » ein (s. Bild 3). Es handelt sich demnach 
um die Transformation der durch die Gl. (35a) bis (35c) gegebenen Spannungen auf ein 
in derselben Ebene gelegenes rechtwinkliges Achsenkreuz s’, t’, das gegenüber dem recht- 
winkligen System s, t um den Winkel » gedreht ist. Diese Transformationsformeln lauten 
bekanntlich 

= 0, 608?» +0, sin’v + rsin?v, | 
H—0 (38), 


ww 
Typ 5 -sin2»-+r-cos2y | 


wobei wir uns nur auf die in den Kreisschnitten der Kegelschale übertragenen Spannungen 
beschränken. Wegen Gl. (14b) gilt 

sinv=/4-sine, 

cosyv=y1l-—4#’sin?e, 


cos2»—=1 Same. 


Mit diesen Werten und mit den aus der Gl. (35a) bis (35c) zu entnehmenden Spannungen 
gehen die Gl. (38) über in 
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ps ER 
Gr -y1il—#sın?e 
Ö u 
sin“ 4" cos? e #sme ++ u +24ycos?e sin’e (Aco®ce+ ww) + —5 | 
(39). 
DB | Be Be RE 2 Er 
AP — Asın e (1 — A? sin? e)? — 4? sın?e (4?cos’e+ u?) 
Ö u | F 
1—/i _ a 2 >73 al 
> +41 24? cos? e)] cos” € sın“ € (4° cos” & ri), 


Für die oben erwähnte Kontrolle ist es zweckmäßig, diese Spannungswerte nicht auf den 

Winkel e, sondern auf den Zentriwinkel x des Kreisschnittes zu beziehen. Unter Verwendung 

der Umreehnungsformeln Gl. (33) vereinfachen sich die Ausdrücke wesentlich. Nach einigen 
Umformungen erhält man aus den Gl. (39) 

14 — 

[OR I } A 


’ 2ödu 


2? sin’ go (1— 4° cos2Yy), 


(40). 
su EIER ce 
era, rsing [1+4Acosp+4?cos2y] 
Die Spannung o, steht senkrecht zur Tangente an den Kreisschnitt, während die Spannung r, 
in Richtung der Tangente an den Kreisschnitt verläuft. Beide liegen in der Tangentialebene 
an die Kegelschale. Die Tangentialebene schließt aber mit der Ebene des Kreisschnittes den 
Winkel »’ ein (s. Bild 3), so daß die Komponente der Spannung o», die senkrecht zur Kreis- 
schnittebene steht, zu o,-sin»’ erhalten wird. Der Winkel »’ läßt sich aus der körperlichen 
Ecke berechnen, die schon oben im Anschluß an Gl. (11) verwendet worden ist mit der Spitze 
in B. Der Sinussatz für das zugehörige sphärische Dreieck lautet: 


sinv’ 1 
sinfa+W%°) sind 


oder wenn man 
v’= 90°-+y" 


setzt: 
EB cosa cosa sine 
sinv =cosy’ — — — =u- —— (41), 
sind cosv ' sinpgyl-—4°’sin’e 
wobei die aus Bild 3 abzulesende Beziehung 
2 r sin: 
cosa=— uU -— U: 
s u "sing 
benützt worden ist. Unter Verwendung von Gl. (32) läßt sich auch setzen 
uU 
cosyv"’ — - a u Say ii a ar DB 


yN-—?#sin’p' 


Wir bilden nun das Integral über die auf dem Kreisschnitt senkrecht stehenden Spannungen 
os cosv” und erhalten als Resultierende 


—n 7 


Y = 
\ „ ır . - 
n=2 \ orcosv’ördg —=2röfl \ (1—-#cos2y)dge=pr’n.. . . . (42), 
r=0 - 


20 
p=VU 


wie es das Gleichgewicht verlangt. 

Die Spannung o, hat aber auch eine Komponente, die in die Kreisschnittebene fällt, 
vom Betrag o,sin»v”. Indem man sie mit cos multipliziert und über den ganzen Kreis- 
schnitt integriert, erhält man 

yn 


R,—2 | o» sinv»”-cosp-d-.rdyg 


Darin ist 
u? 1-+4cosg 


sin» — yl — cos?» 1 NV sins. 
4 >» / 


yN—#sin’g 
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und damit erhält man r 
e 
ır ’ 2 N ad: oc E 
R,=20Ö Er \ (di-+Aeosp)(1— 4’cos2y) cosy dy Ed i (2 — 4°) (43). 
® - OU u 


Diese Resultierende der Spannungen o,, die in die Kreisschnittebene fällt, muß aus Gleich- 
gewichtsgründen der Resultierenden der Schubspannungen im Kreisschnitt Gleichgewicht 
halten. Diese ıst 


) 
R,—=2\ rr,r-sing-d:rdg | 
or r (44) 
De . Er ' R PR Be. T 
2 4 \ sın’g(1l+4cosg@-+4?’cos2y)d g z 4 N (2 4”) 
p—=B ) 


R, und R, sind gleich groß und entgegengesetzt gerichtet, so daß sie sich gegenseitig aul- 
heben. Damit ist der Nachweis erbracht, daß die angegebene Spannungsverteilung allen Be- 
dingungen genügt und somit richtig ist. 


A=23 Bild 4a (links). 


Bild 4b (unten). 





Die durch Gl. (40) gegebene Spannungsverteilung ist in Bild 4a und 4b für «1,15 
und verschiedene Zahlenwerte graphisch dargestellt. Für 4 >1 treten längs der im Symmetrie- 
schnitt gelegenen Mantellinien 0A und 0C (s. Bild 3) bei innerem Überdruck p Druck: 


spannungen oy auf, für A< 1 dagegen Zugspannungen. 


$ 3. Beanspruchung der Kegelschale durch Belastung ihrer Spitze. 


Wenn die Kegelschale nur in ihrer Spitze von außen beansprucht wird, wobei voraus- 
gesetzt werden soll, daß das andere Ende der Kegelschale in weiter Entfernung von der Spitze 
festgehalten wird, so fordert das Gleichgewicht eines durch zwei benachbarte Mantellinien 
und zwei benachbarte Krümmungslinien aus der Kegelschale herausgeschnittenen Schalen- 
elementes in Richtung senkrecht zur Schale, daß die Tangentialspannung o; überall gleich 
null sein muß. Die Gleichung 


tritt also jetzt an Stelle der Gl. (9) von $ 2, da der Innendruck p=0 ist. 





2. 
B 


ı eV a Ga 
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Wegen der ersten der Gl. (10) gilt für die Spannungsfunktion F: 


2 ’ i : (46), 


woraus 


F=f(yw-s+tf.ly) . . . Tr , (47) 


folgt, wobei f, und f, zunächst noch beliebige Funktionen von y allein darstellen. Mit dieser 
Form der Airyschen Spannungsfunktion folgt aus der zweiten und dritten der Gl. (10) 


(48), 


wobei die Striche an f, und f, Differentiationen nach y bedeuten. 


Für eine äußere Beanspruchung der Kegelspitze gibt es demnach zwei Möglichkeiten; 
die erste entspricht einer Spannungsverteilung, die durch die Funktion f, (y') bestimmt ist, 
wobei nur Längsspannungen o, und keine Schubspannungen r,; auftreten. Die Spannungen o, 
nehmen umgekehrt proportional mit s ab. Diese Spannungsverteilung rührt von einer Einzel- 
last P in der Kegelspitze her. Dabei ist allerdings zu beachten, daß diese Spannungsverteilung 
im allgemeinen statisch unbestimmt ist. Richtung und Größe von P wird durch die statisch 
unbestimmte Funktion f, (y) festgelegt. Wie aus dem bisherigen hervorgeht, kommt es auf 
die Gestalt der Kegelschale gar nicht an. Sie braucht für diese Überlegungen weder eine 
Kreiskegelschale noch eine elliptische zu sein. 


Für den Fall einer Kreiskegelschale bei Belastung der Kegelspitze durch eine in die 
Symmetrieachse der Schale fallende Einzellast P folgt die Spannungsverteilung o, aus Sym- 
metriegründen zu 

P 


szösin 2ß’ 


wenn die Wandstärke der Schale mit ö und der Öffnungswinkel der Schale mit 2 be- 
zeichnet wird. 

3ei der Belastung der Kegelspitze einer geraden Kreiskegelschale durch eine Einzel- 
last 9 senkrecht zur Symmetrieachse folgt aus den Symmetrieverhältnissen das Ebenbleiben 
der Querschnitte senkrecht zur Symmetrieachse und damit die Verteilung der Spannungen o, 
nach dem Geradliniengesetz. Die absolut größten Spannungen sind in diesem Fall: 


() 
(Oy)max ” em 
mr rd sin? p 
Für den Fall einer unsymmetrischen Kegelschale mit Einzellast an der Spitze sind zur 
Ermittlung der statisch unbestimmten Spannungsverteilung andere Überlegungen erforderlich, 
auf die an dieser Stelle nicht eingegangen werden soll. 


Die zweite Möglichkeit für die Beanspruchung der Kegelspitze ist durch die zunächst 
noch willkürliche Funktion f,(y') bestimmt. Hier nehmen die Spannungen umgekehrt pro- 
portional mit dem Quadrat des Abstandes s von der Kegelspitze ab. Dabei treten außer 
Längsspannungen o, auch Schubspannungen r,; auf. Ihnen entspricht eine Beanspruchung 
der Kegelspitze durch ein Moment. Auch hierfür läßt sich die Spannungsverteilung in einer 
geraden Kreiskegelschale leicht angeben, während sie für eine beliebige Kegelschale schwieriger 
zu berechnen ist, worauf hier auch nicht weiter eingegangen werden soll. Es sei noch darauf 
hingewiesen, daß mein Assistent Herr Dr.-Ing. Gerhard Sonntag demnächst eine Ver- 


öffentlichung über diese Fragen herausgeben wird. 570 
Eingegangen am 5. 8. 1944. 
14* 
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Biegeschwingungen einer Welle, 
die masselose 'Trägheitsmomente trägt. 


Von ©. Föppl VDI in Braunschweig. 


(Gewöhnlich wird zur angenäherten Berechnung der Biegungsschwingungen 
einer mit Scheiben besetzten. umlaufenden Welle nur die Masse der Scheiben 
berücksichtigt und ihr Trägheitsmoment vernachlässigt. Hier wird der 
umgekehrte Weg eingeschlagen und die Eigenschwingungeu einer Welle 
untersucht, die masselose Trägheitsmomente trägt. 


1. Vorbemerkung. 


Bei der Biegeschwingung der Anordnung nach Bild 1 p 
bewegt sich der Schwerpunkt der Masse m um den 
Betrag f, während sich gleichzeitig die Masse um den 
Winkel A schräg stellt. Man hat bisher die Eigen- 
schwingungszahl der Anordnung einerseits genau be- 
rechnet unter Berücksichtigung der Schrägstellung und 








andererseits ungenau unter der Annalıme, daß die Masse m 1 Bed 
in einem Massenpunkt vereinigt sei. Die letztere Be- N 
rechnung hat man als die Annäherung zu der zuerst 9 


genannten genauen Berechnung angesehen. 


Die Gesamtbewegung setzt sich aus zwei Schwin- % 
gungsbewegungen zusammen: Aus der Bewegung des Bild ı. Biegeschwiugung einer Welle mit 
Schwerpunkts und aus der Schrägstellung des Trägheits- URSRDERE «6. 
momentes. Beide Bewegungen sind gleich wichtig für die 
zusammengesetzte Bewegung. Die Schwerpunktsbewegung hat nichts vor der Schrägstellung 
voraus. So gut man eine. Annäherungsberechnung mit der Annahme i=0 (dabei ist das 
Trägheitsmoment der Scheibe auf die Y-Achse ©, = m i?) durchführt, so gut kann man auch 
eine Annäherungsberechnung mit der Annahme m=0 durchführen, wobei 9,—= mi? den 
tatsächlichen Wert hat. Im ersteren Fall spricht man von einer Masse, die in einem Punkte 
konzentriert ist (Massenpunkt); im zweiten Fall setzt man ein „masseloses Trägheitsmoment“ 
voraus. Die Beanspruchung der Welle erfolgt bei masselosem Trägheitsmoment durch ein 
reines Biegemoment, bei dem die Auflagekräfte B und € (Bild 1) gleich groß und entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Die Schwerpunktsbewegung nennen wir die „Bewegung 1“ und die 
Schrägstellung der Trägheitsmomente die „Bewegung 2“. Bei der tatsächlichen Bewegung 
überlagern sich die Bewegungen 1 und 2, die vollkommen gleichberechtigt nebeneinander 
bestehen. 


Bisher hat man sich nur um die Bewegung 1 und ihre Beziehung zur (sesamtbewegung 
gekümmert und die Bewegung 2 nicht für sich behandelt. Schon beim nicht umlaufenden 
Balken muß man ebensogut wie man die Abweichung der Gesamtbewegung von der Bewegung I 
untersucht, auch die Abweichung der Gesamtbewegung von der Bewegung 2 studieren. Für 
die Schwingung der umlaufenden Welle ist die Bewegung 2 besonders wichtig, da der 
Wellenumlauf nur Einfluß auf die Bewegung 2 hat. Es ist deshalb gerade für die umlaufende 
Welle zweckmäßig, die Bewegung 2 (und nicht die Bewegung 1) als Annäherung an die 
Gesamtbewegung anzusehen und von ihr auszugehen. 


2. Biegeschwingung einer Welle, die ein masseloses Trägheitsmoment trägt. 


Die Bewegung 2 (Bild 2) für den mit einem masselosen Trägheitsmoment belasteten 
Balken kann .man leicht angeben. Die Frequenz ,;, des nieht umlaufenden Balkens folgt aus: 


FR Bl 
F73EJ1 


(b? N U En en A En (1), 
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Der Balken mit Kreisquerschnitt kann eine ebene 
Schwingung mit »,, ausführen. Dann bewirkt das Moment 
M=Bl, daß die Formänderungsenergie in der äußersten 
Schwingungslage nach einer viertel Schwingung beim Durch- 
schwingen durch die Mittellage in kinetische Energie über- 
gegangen ist. Es können aber auch ebene Schwingungen 
in zwei zueinander senkrecht stehenden Ebenen ausgeführt 
und zu einer räumlichen Bewegung zusammengesetzt werden. 
Man erhält, wenn die Schwingungsausschläge in den beiden 
Ebenen gleich sind, eine Kreisschwingung, bei der sich die 
Summe aus Bewegungsenergie und Formänderungsenergie 





zeitlich nicht verändern. Das von der Welle auf die = . - 
Schwungmasse übertragene Moment M ist um W° gegen 
> i 2 n \ Bild 2. Biegeschwingung einer Wells 
die Bewegungsrichtung (Winkeländerung) versetzt und mit Trägheitsnoment ®y. 


leistet deshalb keine Arbeit. 


Wir nehmen nun an, daß die Welle, die nur mit einem masselosen Trägheitsmoment 
belastet ist, mit der Drehgeschwindigkeit w,. umläuft. Wenn wir eine ebene Schwingung 
erhalten wollten, müßten wir zusätzlich ein Kreiselmoment an der Schwungmasse angreifen 
lassen, das um W° gegen die Drehbewegung der Scheibe versetzt ist und das die Richtungs- 
änderung der Kreiselachse hervorruft. Dieses Kreiselmoment kann von der Wellendurchbiegung 
(der einzigen äußeren Kraft an der Scheibe) nicht hervorgebracht werden, da die Wellenkraft 
gleichsinnig mit der Durchbiegung wirkt. Eine ebene Eigenschwingung der umlaufenden 
Scheibe ist deshalb ohne zusätzliche äußere periodische Kraft nicht möglich. 


Die umlaufende Scheibe kann aber ohne zusätzliche äußere Kräfte eine Kreisbewegung 
ausführen, wobei das von der Welle ausgeübte Moment My =Mx+ M, einerseits die 
Winkeländerung der Kreiselachse X und anderseits die Drehbeschleunigung um die Z-Achse 
(senkrecht zur Bildebene) hervorruft (Bild 2). Das letztere Moment M, tritt in gleicher 
Größe wie bei der nicht umlaufenden Welle auf, während M, das zusätzliche Moment ist, 
das vom Umlauf der Welle herrührt. Die Richtung des Kreiselmoments M,; hängt vom 
Drehsinn der Welle ab, während M,„, davon unabhängig ist. Beide Momente sind gleich- 
gerichtet, wenn der Drehsinn der Kreisbewegung, die der Schwerpunkt S des Schwungrads 
ausführt, dem Umlauf der Scheibe um die X-Achse entgegengesetzt ist (Gegenlauf). Beim 
Gleichlauf haben M, und Mx entgegengesetzten Richtungssinn. 


Bei der umlaufenden Masse treten zwei Trägheitsmomente auf: Das achsiale Trägheits- 
moment ©,, das sich auf die Wellenachse X (Bild 1) bezieht, und das äquatoriale Trägheits- 
moment 9, = ©. — m i?, das sich auf die senkrecht zur Wellenachse stehende Achse Y (oder Z) 
bezieht. ©, ist das im vorausgehenden als „masselos“ angenommene Trägheitsmoment, das 
bei der Biegeschwingung der Welle auftritt. Wenn die Schwungscheibe aus einem unendlich 
dünnen Reif besteht, dann ist 9, =29%,=2mi?. Dabei ist i der achsiale Trägheitshalb- 
messer des Kreises, der den Reif bildet. 


Durch die Umdrehung der Scheibe um die X-Achse wird die Eigenschwingungsfrequenz 
wg der Welle beeinflußt. Man kann für jede Umdrehungsfrequenz der Welle wjr die Biege- 
schwingungsfrequenz w, berechnen. Die Biegeschwingungsfrequenz um die Z-Achse ist von 
der Drehzahl der Welle um die X-Achse abhängig. Wenn ein äußeres Moment an der Welle 
im Tempo der Eigenschwingungsfrequenz »w, angreift und dieses Moment in zwei aufeinander 
senkrecht stehenden Ebenen gleiche Größtwerte hat (kreisendes Moment entsprechend der 
Kreisschwingung der Scheibe), dann schaukelt sich eine besonders starke Verbiegung der 
Welle auf. Die Abhängigkeit der Biegeschwingungsfrequenz w, von der Drehfrequenz wyr 
der Welle um die X-Achse und von der Eigenschwingungsfrequenz ®7z, des nicht umlaufenden 
Balkens wird an anderer Stelle berechnet werden'). Hier soll nur auf die Frage eingegangen 
werden, ob es möglich ist, daß vom umlaufenden Trägheitsmoment aus etwa durch exzentrische 
Verlagerung der Masse (ähnlich wie bei der mit Massenpunkten besetzten Welle) Kräfte 
ausgeübt werden können, die kritische Schwingungsausschläge hervorrufen. 


1, 0. Föppl: „Biegeschwingung einer Welle unter Berücksichtigung der Schrägstellung der Schwungmassen“, 
erscheint in Heft 40 der Mitt. Wöhler-Inst. 





_. . ; . y a ® i Z. angew. Math. Mech. 
206 Föppl, Biegeschwingungen einer Welle, die Trägheitsmomente trägt Band 24 Nr.5u. 6.1944 





3. Einfluß der Exzentrizität e auf den Schwingungsvorgang. 
Bild 3 ist ein Querschnitt durch die umlaufende 
Welle. In O projiziert sich die Verbindungsgerade der = ml 
beiden Lagermittellinien. f=0% ist die dynamische 
Durchbiegung der Welle, die bei der Biegeschwingung 
ihren Wert zeitlich verändert. Der Punkt © fällt bei 
ruhender Welle mit O0 zusammen. Der Schwerpunkt 5 | 
der Scheibe ist von 9 um die Exzentrizität e entfernt. L 
Wir nehmen an, f sei groß gegen e und e stehe stets 
annähernd senkrecht auf f (Resonanzdrehzahl). J 
Nach A. Föppl?) setzt sich die Gesamtbewegung \ / 
des Schwungrades unter der Voraussetzung i=0 zu- ri 
sammen aus der Umdrehung des Schwungreifs um die ss Ki En 
Schwerachse S und aus der Bewegung des Schwerpunkts 
Sum 0. Inder gezeichneten Stellung (y) wirkt zwischen 
beiden Bewegungen ein Moment e-f-esiny, das einen Energietransport von der einen zur 
anderen Bewegung hervorruft. e ist die Federkonstante der Welle und ef die Federkraft P. 








3ild 3. Sehnitt dureh die umlaufende Welle. 


e soll so klein gegen f sein, daß der Energietransport auf eine Umdrehung gegenüber der 
Schwingungsenergie vernachlässigt werden kann. Wenn y positiv ist, geht Energie von der 


r 
g 
Drehbewegung an die Schwerpunktsbewegung über. Bei negativem y findet der Energie- 
transport in umgekehrter Richtung statt. Für die umlaufende Scheibe ohne Berücksichtigung 
der Schrägstellung habe ich früher?) nachgewiesen, daß der Winkel y bei der Resonanz- 
drehzahl 90° beträgt und daß dauernd Energie von der Drehbewegung an die Schwerpunkts- 
bewegung übergeht. Die Schwingungsbewegung für sich, d. h. ohne den Energietransport, 
ist bei y=%W" für jeden beliebigen Schwingungsausschlag f beständig, so lange keine 
Dämpfung auftritt, oder solange die zugeführte Energie gleich der Dämpfungsarbeit ist. 
Man kann die Schwingungsbewegung bei der Resonanzdrehzahl für sich untersuchen, indem 
man die Exzentrizität e Null setzt. 

Die gleiche Überlegung kann auch im vorliegenden Fall angestellt werden. Die tat- 
sächlich vorhandene Exzentrizität e hat im Beharrungszustand bei der kritischen Dreh- 
geschwindigkeit der Welle ein Moment zur Folge, durch das der Schwingungsausschlag der 
Welle dauernd vergrößert wird. Wenn e Null gesetzt wird, der Punkt @ also mit S zusammen- 
fällt, dann führt die Welle bei der kritischen Drehzahl und bei beliebigem Ausschlag f im 
Beharrungszustand ohne Erregung und ohne Dämpfung eine Kreisbewegung aus, bei der die 
angreifenden Kräfte und Momente im Gleichgewicht sind. 


4. Eigenschwingung der Welle mit einem masselosen Trägheitsmoment. 

Wir trennen im nachfolgenden die beiden Bewegungen. Wir wissen, daß eine exzen- 
trische Verlagerung e der Welle stets vorhanden ist, und daß diese Verlagerung ein Auf- 
schaukeln der Schwingungen bei der Resonanzdrehzahl zur Folge hat. Für die Berechnung 
der kritischen Drehzahl nehmen wir aber an, daß e Null sein soll und überlegen uns, unter 
welchen Umständen die Kraft e- f und das von der Wellendurchbiegung herrührende Moment M, 
das am Schwungreif wirkt und das nach Bild 2 gleich B-T ist, die tatsächlichen Dreh- 
beschleunigungen des Schwungrades hervorruft. 

Wenn jr und ww, gleichen Drehsinn haben, sprechen wir vom Gleichlauf (Bild 3), im 
anderen Fall vom Gegenlauf. Nur wenn jr gleich und gleichgerichtet mit ww, ist, kann 
(bei e +0) stetig Energie vom umlaufenden Schwungrad an die Biegeschwingung übergehen. 
Nur dann haben wir eine kritische Drehzahl der Welle, die der kritischen Drehzahl einer mit 
Massenpunkten besetzten Welle entspricht. Im anderen Fall haben wir nur Eigenschwin- 
gungszahlen der Welle, die dann zu großen Ausschlägen anwachsen können, wenn eine 
äußere Erregung im Tempo der Eigenschwingungszahl wirkt. Eine kritische Drehzahl der 
Welle, d. h. eine Drehzahl der Welle, bei der große Ausschläge ohne äußere Erregung auf- 
geschaukelt werden, gibt es für den Gegenlauf nicht. Wenn beim Gegenlauf wjr gleich w; 
ist, durchläuft a» bei einer Umdrehung der Welle, wie man aus Bild 3 sieht, den Winkel 4x. 
Die Eigenschwingungszahl jr, des Gegenlaufs mit wp = w, kann ebenso wie jede andere 
beliebige Eigenschwingungszahl nur durch ein äußeres Moment aufgeschaukelt werden. 


5. Die kritische Drehzahl der Welle mit e- 0 beim Gleichlauf mit wy = w;. 
Beim Gleichlauf haben der Umlauf der Welle um die X-Achse und der Umlauf des 
Schwerpunkts S um die Wellenmittellinie O gleichen Drehsinn. Wenn wyp=wpz, ist y 


2) A. Föppl: Vorlesungen Bd. IV. 
3,0. Föppl: Z. f. d. gesamte Turbinenwesen, Bd. 13 (1916), S. 75 
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konstant. Wir untersuchen, bei welchen Drehzahlen Gleichgewicht der an der Schwunge- 
scheibe angreifenden Kräfte und Momente auftritt. Von der Welle aus wird infolge der 
Verbierung das Moment My Bl, das um die Z-Achse wirkt, übertragen (Bild 2). Im 
Beharrungszustand wird von der Welle auf die Scheibe das Biegemoment M, übertragen, 
das auch bei nicht umlaufender Scheibe aufgebracht werden muß und das Kreiselmoment M;, 
das die Schrägstellung des um die X-Achse umlaufenden Kreisels hervorruft. Die beiden 
Momente sind beim Gleichlauf entgegengesetzt gerichtet. 

Dem Absolutbetrag nach ist M%x beim Schwungreif (9, = 9,!2) größer als M,. 
der Welle ausgeübte Moment Mjr muß im Beharrungszustand den Unterschiedsbetrag M; — M,; 
aufbringen. Die Beschleunigung der Biegeschwingung erfolgt aber im Sinne des Wellen- 
momentes Mjr. Wenn M,< Mx, wirkt Mr nach der falschen Richtung unter der Voraus- 
setzung, daß die Schwungmasse ein masseloses Trägheitsmoment ist. Mr liefert immer die 
Beschleunigung, die zur Wellenverbiegung gehört, ist also gleichgerichtet mit M,. Wir 
schließen daraus, daß es für den Gleichlauf der Welle, die nur ein Trägheitsmoment 9,= m i? 
trägt, das kleiner ist als ©,, keine kritische Umlaufgeschwindigkeit jr x gibt, bei der die 
zur Aufschaukelung der Schwingung erforderlichen Kräfte von der umlaufenden Welle bzw. 
einer exzentrischen Verlagerung der Masse hervorgerufen werden. Bei masselosem Trägheits- 
moment würde es nur dann eine kritische Wellendrehzahl geben, wenn M, größer als M% 
wäre. Das kann nur dann eintreten, wenn ©,> %. 


I Jas von 


6. Scheibe mit Masse. 


Es gibt aber beim Gleichlauf des Schwungreifs eine kritische Drehgeschwindigkeit der Welle, 
wenn wir die Voraussetzung des masselosen Trägheitsmomentes fallen lassen. Der Schwer- 
punkt der Schwungmasse m wird bei der Biegeschwingung der Welle beschleunigt. Es tritt 
also zu der Bewegung 2 noch die Bewegung 1 hinzu. 
Außer einem reinen Moment B-! wird von der Welle 
auf die Schwungmasse eine resultierende Kraft P über- 
tragen. Die Kraft P bewirkt einerseits eine Durch- 
federung f, der Welle, d. h. eine Auslenkung der 
Masse, und andererseits eine Schrägstellung 19, des 
Schwungrades. Dazu kommen die Durchbiegung f, 
und die Schrägstellung der Schwungmasse 19, infolge 
des Moments Bl (Bewegung 2). Insgesamt also er- 
leidet der Schwerpunkt der Schwungmasse bei der 
kritischen Drehzahl eine Durchsenkung f=f,+f, und eine Schrägstellung 19 Io, +4p,- 
Uns interessiert zunächst die Schrägstellung 19, die sich aus zwei Beträgen zusammensetzt. 

Das Trägheitsmoment m-i? legt bei der Schwingung den Winkel 19 zurück. Das 
Moment Bl, das auf mi’ ausgeübt wird, ist verhältnisgleich mit 19,, da Io, nur durch 
eine Kraft P (nieht durch ein Moment) hervorgerufen wird. Es kann nur dann eine Schwingung 
im Beharrungszustand auftreten, wenn das Moment BI entgegengesetzt gerichtet ist, wie das 
Moment M,, das bei der Schwingung des nicht umlaufenden Balkens auf das Trägheits- 
moment mi? ausgeübt werden muß. Der Winkel 19, um den mi? während einer Viertel- 
schwingung gedreht wird, ist aber gleich der Differenz von zwei Beiträgen, von denen der 
eine I9,, unabhängig von dem von der Welle übertragenen Moment M ist. Wenn Ay, 
größer ist als Ay,, dann ist das auf mi? ausgeübte Moment entgegengesetzt gerichtet wie 
der resultierende Winkel I, der unter seiner Einwirkung zustande kommt. In diesem Fall 
kann das Wellenmoment Mj, den Unterschiedsbetrag zwischen Kreiselmoment M; und 
Biegemoment M7, hervorrufen. Wir nennen diese Drehzahl der Welle die kritische Drehzahl, 
weil bei ihr das zur Aufrechterhaltung der Schwingung bzw. der Kreisbewegung erforderliche 
Moment von der exzentrischen Verlagerung unmittelbar ausgelöst werden kann. 

Die Größe des Kreiselmoments Mx hängt einerseits von der Winkelgeschwindigkeit my 
des Wellenumlaufs und anderseits von der Frequenz der Winkeländerung w, der Biege- 
schwingung ab. M% ist überdies verhältnisgleich dem Winkel, um den die Kreiselachse ihre 
Richtung während einer halben Umdrehung ändert. Es ist: 





_ 


Bild 4. Schrägstellung der vorragenden Scheibe. 


Mk =wy-wp-(Ay, RE > ee Are er Ka 
Zur Schrägstellung des Balkens d. h. zur Richtungsänderung des Trägheitsmoments gehört 
unabhängig vom Wellenumlauf das Moment M7, 


M7 =iAp, 1 95) Dr 9, a ee NN N a ne er 
Das von der Welle ausgeübte Moment My, das die Differenz der beiden Momente hervorruft, ist 
Myw=cA49,=(49,-Ayp) mwwg %, nm 9): -» -» : +. $). 
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Der Wert von ce kann aus Gl. (2) entnommen werden. Aus Gl. (5) folgt die kritische 
Wellenfrequenz "jr x, die in diesem Falle gleich wjr und gleich w; ist. 


. c Ic (6) 
wiyK—=/ je = 1. )). 
ri BE nn 2 ZI R 
| +7 1)(9.-9,) | 5 1) 


In dieser Gleichung ist noch das Verhältnis Ag, zu 19, unbekannt. Dieses Verhältnis muß 
so bestimmt werden, daß die Bewegung der Masse (Bewegung 1) und die Drehung des 
Trägheitsmoments (Bewegung 2), die sich superponieren, gleiche Frequenzen haben. 


7. Schrägstellung der freitragenden umlaufenden Welle. 


Für die freitragende Welle können die Gleichungen in besonders einfacher Weise 
aufgelöst werden. Für die Bewegung 1 steht die Schrägstellung 1, mit der Kraft P in der 
Beziehung: 

u PP 
ıT23EJ 


Für die Bewegung 2, die unter dem am Trägheitsmoment ©, angreifenden Moment M 
zustande kommt, ist: 


(7). 


Mi 


9-57 AU. 
Die Frequenz w, folgt aus: 
es P _32J . 
a: a „5 aaa = ae Ba aan Ze Be ae BE ae Ze Zn SE ee ) 
und die Frequenz w, aus: 
U EJ ga) 
779,0, Im? Zus 
: a M a u i 
Zur Abkürzung setzen wir <= PT Die Federkonstante für die Biegeschwingung ist: 
M EJ n 
c= — . 
Es folgt zunächst aus @l. (6): 
' 2EJ 2EJ 0 
WiyKk > Ip —- / 1 ( ). 
ja 1 N 5 ve 
EA 1) 16.(5, ı) 


Die Gl. (10) liefert nur dann einen reellen Wert für die kritische Drehfrequenz wjrx, wenn x 
kleiner ist als 0,5. Um das Verhältnis x zu bestimmen, das zur kritischen Drehzahl gehört, 
beachten wir noch, daß die Schwingung des Massenpunktes m mit der gleichen Frequenz wyyx 
erfolgt wie die Schwingung des Trägheitsmomentes: 


w? Pr 3EJ 7 w; w; m 
WK = P . a: 3 M a 3 = 2 / 2 . . . . . . . 
nm ram 1-3= Flo 
Aus Gl. (10) und (11) folgt: 
" . ER De ı. # 1 ’»r # 
? (2 —3x) 30° (5, 1) mit x 3 +35 | (5 ta#) PT . (12). 


Da x kleiner sein muß als 0,5, wenn wjrx nach Gl. (10) einen reellen Wert haben soll, steht 
vor dem Wurzelausdruck ein negatives Vorzeichen. 

Die kritische Frequenz hängt ab vom Verhältnis #°:27°. Wenn dieser Wert z.B. 1/6 ist, 
ist «=0,21 und wyyrg’=1,46w}. Wenn die Welle nur eine ‚Masse mit Trägheitsmoment 
(Schwungreif) trägt, ist die kritische Frequenz wyrx des Gleichlaufs größer als die kritische 
Frequenz w ohne Berücksichtigung der Schrägstellung °). 

Bei der kritischen Winkelgeschwindigkeit der Welle wird das erregende Moment vom 
Wellenumlauf selbst hervorgerufen. Diese Erscheinung kann nur beim Gleichlauf auftreten. 


%) Zu einem ähnlichen Ergebnis kommen C. B. Biezeno und R. Gramme I, Techn. Dynamik. Berlin 1939, S. 805. 
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8. Biegeschwingung bei besonders ausgebildetem Trägheitsmoment. 


Die vorausgehenden Betrachtungen gelten für den Fall, daß ©,< ©,, was z. B. beim 
Schwungreif zutrifft. Das Schwungrad kann aber auch die ans Bild 5 ersichtliche Gestalt 
haben, bei der 9, > ©,. Für diesen Fall ist das 
Biegemoment M,, das zur Schrägstellung bei wjr = w;; a 








gehört, größer als das Kreiselmoment M;x. Das “ ni” 1 
Wellenmoment M;j;, das in der äußersten Schwingungs- I Pr VZEZZZ 

lage die Schwungmasse nach der Mittellage zu be- 4 ai 
schleunigt, wirkt im Sinne des Biegemoments M;7. 2 


Zu der Schrägstellung I,, die durch das Moment M,, 








hervorgerufen wird, kommt noch die Schrägstellung N EZZZZ ZT 
Ip, hinzu, die durch die Kraft P bewirkt wird. Die TE / 
beiden Werte können sich addieren (Schwingung 

5 Bild 5. Besondere Form des Trägheitsmoments 


1. Grades) oder subtrahieren (Schwingung 2. Grades) °) 
lg 9.3 39. Im einen Falle (w]J) ist die 

Schwingungsfrequenz der umlaufenden Scheibe kleiner, im anderen Falle (II) größer als die 
Frequenz der gleichen Scheibe mit öi=0 (Massenpunkt). Unter Berücksichtigung der Masse 
gibt es also für die Scheibe nach Bild 5 zwei kritische Eigenschwingungszahlen für den 
Gleichlauf, von denen diejenige, die der Schwingung 1. Grades mit der kleineren Frequenz 
zugeordnet ist, praktisch größere Bedeutung hat als die zweite. 


mit Hy >®x. 


Wenn 9, = ©,, sind beim Gleichlauf und jr =, Kreiselmoment Mx und Biege- 
moment M, nach Gl. (3) und (4) gleich groß und entgegengesetzt gerichtet. An der Scheibe 
greift bei der Schwingung im Beharrungszustand kein Moment, sondern nur eine Kraft P an, 
die die Masse m beschleunigt. Die Schrägstellung Ay, =(1Y,)max COS mr t, die mit der 
Durchbiegung f, = (f,)„ax €08 wjr f unter der Kraft P verbunden ist, kann in diesem Fall 
ohne Widerstand eingestellt werden. Die Schwingungsfrequenz ı", der umlaufenden Scheibe 

es gibt nur eine ist die gleiche wie die Frequenz der gleichen Scheibe unter Ver- 
nachlässigung der Schrägstellung (@=0). Bei sehr kleiner Masse ist die kritische Drehzahl 
der umlaufenden Scheibe sehr hoch. Sie ist unabhängig davon, wie groß das auf der Welle 
sitzende Trägheitsmoment 9, = 9, ist. 


9. Zusammenfassung. 


Zu Jeder Drehzahl der umlaufenden Welle gehören eine oder mehrere Biegeschwingungs- 
frequenzen wz des Gegenlaufs und des Gleichlaufs. Wenn irgendein äußeres periodisches, 
in zwei aufeinander senkrechten Richtungen wirkendes also kreisendes Moment an der um- 
laufenden Welle im Tempo einer Biegeschwingungsszahl auftritt, dann können, ähnlich wie 
beim ruhenden Balken, Biegeschwingungen mit großem Ausschlag hervorgerufen werden. 
Gegenüber der Aufschaukelung des nicht umlaufenden Balkens besteht der Unterschied, daß 
das erregende Moment bei der umlaufenden Welle nur dann gefährlieh ist, wenn es sich nach 
zwei Richtungen verändert (Moment mit kreisförmiger Änderung), während die Biegeschwin- 
gung des nicht umlaufenden Balkens schon durch ein erregendes Moment hervorgerufen wird, 
das in einer Ebene auftritt und zeitliche Veränderungen im Tempo der Eigenschwingungs- 
zahl der Anordnung ausführt. 


Vor allen anderen Eigenschwingungszahlen ausgezeichnet ist die kritische Eigen- 
schwingungszahl, bei der die umlaufende Welle synchron mit der an der Scheibe angreifenden 
Zentrifugalkraft verbogen wird. In diesem Fall sind die zu erwartenden kritischen Er- 
scheinungen die gleichen wie bei einer umlaufenden mit Massenpunkten besetzten Welle. 
Wenn e nicht Null ist, ist y (Bild 3) bei der kritischen Drehzahl gleich 9°, dann wird der 
Scheibendrehung dauernd Energie entzogen, durch die die Biegeschwingung aufgeschaukelt 
wird. Die kritische Eigenschwingung kann nur im Gleichlauf und bei normal ausgebildetem 
Schwungrad (Schwungreif) nur als Schwingung 2. Grades auftreten. Bei ©,> 9, tritt 
sowohl eine Schwingung 1. als auch 2. Grades auf. Die Frequenz der Schwingung 1. Grades 
ist niedriger, die vom 2. Grad höher als die Frequenz der Schwingung mit i=0. 589 


Eingegangen am 19. 9. 1944. 


5) Biezeno und Grammel unterscheiden zwischen „erster“ und „zweiter“ Type des Gegenlaufs (S. 807). 
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Finige Bemerkungen 
über Strömungen in rotierenden Flüssigkeiten. 
Von H. Görtler in Freiburg i. Br. 


Theoretische Betrachtungen über erzwungene kleine Schwingungen in ro- 
tierenden Flüssigkeiten führen zu ähnlich überraschenden Ergebnissen, wie 
sie vom Verfasser kürzlich für Flüssigkeiten mit Dichteschichtung roraus- 
gesagt und erperimentell bestätigt wurden. Diese werden im folgenden im 
Zusammenhang mit verwandten Untersuchungen anderer Autoren diskutiert. 
Einige Bemerkungen über die Theorie der ebenen Strömungen in rotieren- 
den Systemen schließen sich an. 


S 1. Einleitung. 


G. 1. Taylor hat vor etwa zwei Jahrzehnten in einer Folge von Arbeiten [3, 4, 6, 
7, 8]') das Kräftespiel und die Bewegungsvorgänge untersucht, die sich ergeben, wenn ein 
Körper in einer starr um eine raumfeste Achse rotierenden (homogenen, reibungslosen) Flüssig- 
keit aus der Ruhe relativ zu dieser bewegt wird. Schon zuvor hatte J. Proudman [2] bei 
verwandten Untersuchungen auf den bemerkenswerten Sachverhalt hingewiesen, daß jede hin- 
reichend langsame stationäre Strömung in einer rotierenden Flüssigkeit praktisch zwei- 
dimensional verlaufen muß°). Hieran anknüpfende Überlegungen veranlaßten Taylor 1923 [7] 
zu einem Experiment, dessen Ergebnis zeigte, mit welchen Überraschungen man auf dem 
(iebiete der noch verhältnismäßig wenig studierten Strömungen in rotierenden Flüssigkeiten 
rechnen muß. Man denke sich einen Körper von endlichen Abmessungen, etwa eine Kugel, 
aus der Ruhe heraus relativ zu der ihn umgebenden starr um eine vertikale, raumfeste Achse 
rotierenden Flüssigkeit in eine langsame gleichförmige Horizontalbewegung übergeführt. Dann 
zeigt das Experiment, daß die entstehende Flüssigkeitsbewegung z weidimensional ist’). Zieht 
man den Körper z. B. auf einer Bahn genau unter einen in einer höheren Flüssigkeitsschicht 
eingelassenen Farbtropfen gleichförmig weiter, so weicht das Farbmittel, sich nach links und 
rechts, wie von Geisterhand bewegt, vor einem Staupunkt teilend, dem mit dem Körper sich 
mitbewegenden flüssigen, zur Rotationsachse parallelen Hüllzylinder des Körpers aus und löst 
sieh dann beim Fortschreiten des Körpers auf seiner Balın in einzelnen Wirbeln von diesem 
Zylinder ab. Ein in das Innere des Hüllzylinders eingelassener Farbtropfen bewegt sich, ohne 
das Innere dieser Hülle zu verlassen, gleichmäßig mit dem Körper mit’). 

Bei gewissen früheren Versuchen [6] hatte Taylor u. a. eine verwandte Beobachtung 
gemacht. Eine mit der Flüssigkeit mitrotierende längs der Rotationsachse sich langsam be- 
wegende Kugel schob die im obengenannten Hüllzylinder enthaltene Flüssigkeit einfach vor 
sich her’). 

Ein Verständnis dieser Beobachtungstatsachen im Rahmen der Theorie der reibungs- 
losen Flüssigkeiten fehlt bis heute. Die mathematische Behandlung der geschilderten Be- 
wegungsvorgänge macht schon für den Fall der Kugel als Störkörper große Schwierigkeiten 
(Taylor [6]) und hat bisher selbst im Falle der für langsame Bewegungen aus der Ruhe 
linearisierten Bewegungsgleichungen erheblichen rechnerischen Aufwand gefordert, siehe die 
Rechnungen von S. F. Grace [5] (Fortführung der Rechnungen von J. Proudman [?]). 

Die folgenden Bemerkungen beziehen sich zunächst auf erzwungene kleine Schwin- 
gungen in rotierenden Flüssigkeiten. Sie zeigen die grundlegende Bedeutung einer ge- 
wissen kritischen Schwingungsfrequenz für den Verlauf dieser Vorgänge. Sie werfen dadurch 
zugleich Licht auf entsprechende Fragestellungen der theoretischen Meteorologie. Daneben 
scheint es mir, daß sie die genannten Beobachtungen Taylors zumindest theoretisch ein- 
leuchtend erscheinen lassen. Im übrigen bereiten sie den Weg zu deren mathematischer Be- 
handlung mit vermutlich tauglicheren Mitteln als bisher vor. Anschließend sollen einige 
allgemeine Fragen, die sich auf die Theorie der ebenen Strömungen rotierender Flüssig- 
keiten beziehen, kurz erörtert werden. 

!) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Schrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit. 

?, D. h. die Geschwindigkeitsverteilung ist unabhängig von der Koordinate in Richtung der Rotationsachse. 
Zwei Flüssigkeitsteilehen auf einer Geraden parallel zur Rotationsachse bleiben bei einer solehen Bewegung im ro 
tierenden System dauernd und ohne Änderung ihres gegenseitigen Abstands auf einer Geraden parallel zur Rotations 
achse. Zum Beweis des Proudmanschen Satzes, der im Sinne einer asymptotischen Aussage für hinreichend lang 


same stationäre Bewegungen zu verstehen ist, siehe G. I. Taylor [4], S. 119. 
3) Vorausgesetzt, daß die Randbedingungen nur überhaupt die Möglichkeit einer zweidimensionalen Bewegung 


bieten. 
4, Dieses Verhalten folgt durchaus nieht zwingend aus dem Proudmanschen Satz! Die diesbezüglichen Über 
legungen Taylors, welche die Wahrscheinlichkeit dieses Verhaltens begründen sollen, erscheinen mir wenig überzeugend. 
5) Die endliche Höhe der Flüssigkeit beeinflußt natürlich dieses Ergebnis. 
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Ich verdanke die Anregung zur Beschäftigung mit diesem Fragenkreis sehr wesentlich 
mehreren Gesprächen mit Herrn Prandtl. Die folgenden Bemerkungen stellen lediglich 
einen bescheidenen Anfang zur Beantwortung vieler dabei berührter Fragen dar, den ich in 
ruhigeren Zeiten ausbauen zu können hoffe. 


S$S 2. Kleine erzwungene Schwingungen in rotierenden Flüssigkeiten. 

Die Flüssigkeit rotiere im ungestörten Zustand mit der festen Drehgeschwindiekeit & 
um eine vertikale raumfeste Achse, die z-Achse eines mitrotierenden kartesischen Rechts- 
systems {x, 9,2} (positive z- Achse nach oben). Es seien o die konstante Dichte der Flüssigkeit 
und g die Erdbeschleunigung. Ferner bezeichne p den „Bewegungsdruck* (L.Prandtl[10],S.311), 

1 


d. h. den Druck vermindert um den Gleichgewichtsdruck p’=const - go2+ 5 om (a? +). 
Setzt man langsame und örtlich langsam veränderliche Geschwindigkeiten w= fu, », wm} im 


12, 9, 24-System voraus, so lauten die durch Linearisierung vereinfachten Bewegungsgleichungen 


und die Kontinuitätsgleichung: 


Ur I)mr tr Px/o 0. 
2ou+r 0 | 
er or h (2.1). 
w; +p:[o =0 | 
Urt, +Ww 4 
Macht man nun den Schwingungsansatz 
(u,v,w,ploy =eit{U,V,W,P} . u (2.2) 


(A reell =0, Kreisfrequenz), so erhält man für die komplexen Ortsfunktionen U, V, W und P 
das folgende System von partiellen Differentialgleiehungen erster Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten: 


iPU —2wV +P,.=V,) 
3m U+ißV +P,=0, 
3 ( (2.3). 
iBW+P,.=0, 
U,+Vy+W 0 
Die Determinante dieses Systems im Sinne der Operatorenrechnung lautet: 
ip, 2m 0 Old.ıa 
20, ep, 0, oO 0% 
L,= Pd’ +0’ y?) + (pP? 10°)0°’/d2’. . (2.4). 
0, 0, iß, o/da 
0o/dx, P/dy, B/dz, 0 
Somit ist 
Biii= kin Eine. ee ER 
Der maßgebende lineare Differentialoperator L ist für 
elliptischen 2 , 
B\ | 20 vom lvp = rn ME: 


\hyperbolischen | 


Im elliptischen Fall kann Z, durch eine konstante Streckung auf den Laplaceschen Ope- 
rator .| zurückgeführt werden, die Lösungen von (2.5) hängen also in einfacher Weise mit 
solchen der räumlichen Potentialgleichung zusammen. Im hyperbolischen Fall entspricht die 
Gestalt der Gl. (2.5) jener der Wellen- oder Membrangleichung, wobei hier z steht, wo dort 
die Zeit eingeht. Damit ist schon über den Charakter der Lösungen Entscheidendes ausgesagt. 

Die im hyperbolischen Fall reellen Charakteristikenflächen sind, da Z konstante Koeffi- 
zienten hat, Regelflächen. Ihre erzeugenden Geraden haben die Steigung tgp = Yy 2o/PP — 1 
gegen die Horizontalebene. Es ist also 

cosp = P||2w Me De a u 
wo v als „reduzierte Frequenz“ der Schwingung bezeichnet werden kann. 

Erzwingt man örtliche Verschiebungen von Flüssigkeitsteilchen mit der zeitlichen Kreis- 
frequenz f, so werden sich für Frequenzen #<|2®) die reellen Charakteristikenflächen als 
physikalische Störungsflächen vom Störungsort ausgehend durch die ganze Flüssigkeit be- 
merkbar machen. (Die Störungsflächen werden an festen oder freien Begrenzungen der 
Flüssigkeit reflektiert.) Periodische Störungen bewirken also im hyperbolischen Fall ein 
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völlig anderes Strömungsbild als im elliptischen Fall (zu dem der Grenzfall » =0 gehört). 
Die Verhältnisse liegen im übrigen ganz analog zu jenen der erzwungenen Schwingungen in 


dichtegeschichteten Flüssigkeiten [11] und lassen erwarten, daß wie dort experimentell 
nachgewiesen auch hier die von einem Störkörper ausgehenden Charakteristikenflächen 


(etwa die beiden charakteristischen Hüllkegel von einer schwingenden Kugel) als Störflächen 
den Strömungsraum deutlich in verschiedene Strömungsgebiete aufteilen werden. Mathe- 
matisch sind diese Flächen mögliche Orte von Regularitätsdefekten der Lösungen. In einer 
wirklichen, immer mit einer gewissen Zähiekeit ausgestatteten Flüssiekeit können solche 
Störflächen jedoch immer nur mehr oder weniger „verschmiert* in Erscheinung treten. 

Dieser an sich schon sehr bemerkenswerte Sachverhalt wirft zugleich ein gewisses Licht 
auf die einleitend geschilderten Beobachtungen von G. I. Taylor. Zwar handelt es sich 
dort um stationäre Strömungen, aber es läßt sieh doch eine Parallele ziehen. Man denke 
sich eine Schwingung mit sehr kleiner reduzierter Kreisfrequenz vr. In der zeitlichen Nach- 
barschaft des Augenblicks, in welehem der schwingende Körper durch die (relative) Null- 
lage geht, gleicht die Körperbewegung weitgehend einer gleichförmigen Bewegung (ohne daß 
die Situation indessen ganz mit jener übereinstimmt). Für »—>t0 gehen jedoch, und das ist 
das Bemerkenswerte, die Charakteristikenflächen in zur Rotationsachse parallele Zylinder- 
flächen über. Es ist daher zumindest einleuchtend, daß der Hüllzylinder des Körpers in der 
von Taylor beobachteten Weise hervortritt, und daß die Strömung im ganzen zweidimensional 
verläuft. 

Selbstverständlich wird erst die Lösung der Aufgabe, die Bewegungsvorgänge der 
Taylorschen Versuche im einzelnen unter Erfüllung der Randbedingungen an den Begren- 
zungen der Flüssigkeit zu berechnen, zu einem vollen Verständnis dieser Vorgänge führen 
können. Die Bewältigung dieser Aufgabe, ausgehend von kleinen Schwingungen die Rech- 
nungen von S. F. Grace [5] dagegen beruhen auf Reihenentwicklungen nach Potenzen der 
Zeitdauer seit Bewegungsbeginn —, von denen man durch Superposition zu allgemeineren 
Bewegungsgesetzen in bekannter Weise gelangen kann, erscheint besonders angepaßt. 

Noch einige Bemerkungen zur kritischen Frequenz 5 =|2®). Man findet mit Hinwendung 
auf meteorologische Fragestellungen eine ganze Reihe spezieller Schwingungstypen als in- 
struktive Lösungen der hydrodynamisch-thermodynamischen Gleichungen reibungsloser, kom- 
pressibler, dichtegeschichteter Medien auf der rotierenden Erde in der „Physikalischen Hydro- 
dynamik* von V. Bjerknes und Mitarbeitern [9] angegeben. Immer wieder taucht in diesen 
Beispielen die Frequenz |2»| (hier = ®,sin ® mit &, = 7,292 - 10°? see ' Drehgeschwindig- 
keit der Erde und ® geographischer Breite) als bemerkenswerte Frequenz in dem Sinne auf, 
daß sich die Schwingungsvorgänge in diesen Einzelbeispielen wesentlich unterscheiden, je 
nachdem ihre Kreisfrequenz größer oder kleiner als |2@|, ihre Schwingungsdauer also kleiner 
oder größer als ein halber Pendeltag*‘) ist. Dieser Sachverhalt findet seine Erklärung in dem 
allgemeinen Ergebnis (2.6). Mit Kompressibilität und Dichteschiehtung kommen weitere 
„kritische“ Frequenzen hinzu, die das Frequenzspektrum der erzwungenen Schwingungen 
weiter aufteilen ’). Es ist mir nicht bekannt geworden, daß man unter den Fachmeteorologen 
diesen Zusammenhang bereits kennt. Dagegen wurde von Herrn H. Hönl, wie ich nach- 
träglich erfuhr, etwa gleichzeitig mit meinen Rechnungen die zu (2.5) analoge Schwingungs- 
gleichung für eine isotherm geschichtete, adiabatisch kompressible Atmosphäre auf der ro- 
tierenden Erde in noch unveröffentlichten Rechnungen aufgestellt, wobei Herr Hönl ebenfalls 
auf die Rolle der kritischen Frequenz |2%| geführt wurde. 

Interessant ist auch die Frage nach den Möglichkeiten der Wellenfortpflanzung in ro- 
tierenden Flüssigkeiten. Betrachtet man im Rahmen der obigen Theorie kleiner zeitlich 
periodischer Schwingungen zunächst einmal periodische ebene Wellen der Kreisfrequenz /, 


#6, Ein Pendeltag ist die Zeit, die ein Foueaultsches Pendel braucht, um eine’volle Umdrehung von 360 0 
zurückzulegen, also I Sterntag sin 7. 


7) Sieht man von der Kompressibilität ab und nimmt man eine stabile Dichteschiehtung o(2) (eo (z)=0) der 
Atmosphäre an, so tritt neben ?, 2@| als weitere kritische Frequenz die aus meiner früheren Untersuchung [11] be 
kannte, im allgemeinen von der Höhe x abhängige kritische Frequenz ?s 1 —g0(z) o(z) hinzu. Um die zugehörige 


Schwingungsgleichung, die an die Stelle von (2.5) tritt, herzuleiten, ist es zweckmäßig, statt wie oben mit den Ge 
sehwindigkeitskomponenten u, v, w zu rechnen, wie in [11] die Verschiebungskomponenten zugrunde zu legen. Be 


sehränken wir uns hier der Einfachheit halber auf das spezielle Schichtungsgesetz o(z)=ooexp(— 2 h) (oo und h 
konstant) — für A= Höhe der gleiechförmigen Atmosphäre, also z8km, ist dies die Diehteverteilung unseres inkom 


pressiblen Modells, die mit jener der isotherm geschiehteten Atmosphäre übereinstimmt —, so wird Ja=1 g/h=eonst. 
Dies bedeutet für A z 8 km eine kritische Schwingungsdauer von 3 Minuten. (Bei adiabatisch kompressibler Atmosphäre 
ergibt sich eine solehe von 5!’ Minuten.) Der für die Berechnung der Verschiebungsamplituden maßgebende Diffe- 
rentialoperator wird nunmehr statt (2.4) 


L=(32?— gih) {8218.x2 + 82[8 2} + (32 — 4w2) 182182? — (1/h) 8]d2}. 


Man erkennt: ZL ist vom hyperbolischen oder elliptischen Typ, je nachdem 3 im Inneren oder außerhalb des Frequenz- 
intervalls zwischen den beiden kritischen Frequenzen |2®| und I} g h liegt. Also wieder neue, durch das Gegenspiel 
zweier Stabilitäten bedingte Verhältnisse. 
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so ergibt der in (2.3) eingeführte Ansatz nach einfacher Rechnung, daß sich solche Wellen 
im hyperbolischen Fall #<|2»| (im Gegensatz zum elliptischen Fall) nur nach solchen 
Richtungen ausbreiten können, daß ihre ebenen Wellenfronten Charakteristikenflächen sind. 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ist, da proportional 5, nach (2.7) proportional 
zu c0osy. Die Wellenbewegung besteht darin, daß jede der Ebenen einer Parallelschar als 
Träger der in ihr ruhenden Flüssigkeitsteilchen eine Kreisbewegung in sich ohne Rotation 
mit der Kreisfrequenz 3 gleichförmig vollführt®). Eine leichte Rechnung ergibt für den 
Radius R dieser Kreise die Beziehung 


BERhr = Biete ‚„ . .. EINER (2.8) 


(siehe hierzu (2.7)), wo R, der zur Umlaufgeschwindigkeit iw gehörige Trägheitskreisradius 
R,=\w!//2o| bedeutet. Im Grenzfall v>1(#>|2o!) hat man eine reine Trägheitsbewegung 


in horizontalen Ebenen, die Druckstörung verschwindet identisch. 


$ 3. Ebene Strömungen in rotierenden Flüssigkeiten. 

Im weiteren soll noch kurz ein Bliek auf die Hydrodynamik der ebenen Flüssigkeits- 
bewegungen geworfen werden. Es sollen die Verhältnisse bei Strömungen in der rotierenden 
Ebene in Vergleich gesetzt werden zu den vertrauteren Verhältnissen in der ruhenden Ebene. 
Dabei werden sich neben einer engen Beziehung einige grundsätzliche Verschiedenheiten 
herausstellen, die mir immerhin erwähnenswert erscheinen. Die ebene Strömune in einer 
rotierenden Flüssigkeit kann man sich veranschaulichen als (von der Höhe unabhängige 
reibungslose) Strömung zwischen zwei horizontalen ebenen Wänden, die um eine gemeinsame 
vertikale Achse rotieren. Von äußeren Kräften, auch von der Schwerkraft, werde der Ein- 
fachheit balber abgesehen. 

Die © y-Ebene rotiere mit der festen Drehgeschwindigkeit » um den raumfesten Punkt 
2=y=0 in sich. Die Strömungsgeschwindigkeit relativ zum rotierenden x y-System sei 
w=tu,r}. Durch Einführung einer Stromfunktion y der Relativbewegung vermöge u = y,, 
"= — y, wird die Kontinuitätsgleichung «,+v,=0 erfüllt. Ist p, der Druck, so wird durch 
Abspalten des Gleichgewichtsdrucks - o0@°(2?+ 9?) der Bewegungsdruck p definiert: 

1 ’ 
Po er a Cu 2) 12) EEE (|? 
Die gegenüber dem Falle der ruhenden Ebene noch hinzutretende Coriolisbeschleunigung 


d.=i2wr, —2wu} besitzt als Funktion von &,y ein Potential: b. grad2wy. Mit 
o= const lautet die Bewegungsgleichung: 


dw 1 
dt s grad (p +20 0 y) Nee I ae a A 

Wir denken uns « 
BEREIT 


in (3.2) rechts eingesetzt. Dann läßt sich (3.2) als Bewegungsgleichung für eine Strömung 
in einem ruhenden x y-System deuten, mit p als Druckfeld dieser Strömung. Daraus folgt: 
Hat man ein Strömungsproblem in einem ruhenden System gelöst, und ist dessen Geschwin- 
digkeitsfeld w={u, »} durch die Rand- und Anfangsbedingungen des Problems eindeutig 
festgelegt, so hat man zugleich jenes Problem gelöst, bei dem dieselben Rand- und Anfangs- 
bedingungen bezüglich einer gleichförmig rotierenden Ebene gestellt sind. Dessen Relativ- 
geschwindigkeit ist einfach w={u,v} (insbesondere ist das Bild der Relativstromlinien 
identisch mit dem Stromlinienbild in der ruhenden Ebene), während das Druckfeld p, auf 
der rotierenden Ebene aus demjenigen auf der ruhenden Ebene (p) vermöge 


= 1 
2p,=r+r7z oW+y)—2owyvy. . . 2: 2.2.2.0. 
hervorgeht’). 
Betrachtet man unter Weglassen des (von der jeweiligen Relativbewegung unabhängigen) 
Gleichgewichtsdrucks den in erster Linie interessierenden Bewegungsdruck 


sus Feny. :. + re 


», Daß die Bewegung der Flüssigkeitsteilehen bei ebenen, zeitlich periodischen Wellen jedenfalls in den Wellen 
fronten erfolgt, hat schon Taylor [6] erkannt, ferner, was hier noch nicht gesagt wurde, daß hierbei die Wellen- 
amplituden nieht auf kleine Werte beschränkt zu werden brauchen, da die nichtlinearen Trägheitsglieder in den Be 
wegungsgleichungen für sich verschwinden. Die Möglichkeit der Wellenausbreitung in rotierenden Flüssigkeiten hat 
wohl erstmals Lord Kelvin [1] untersucht, wobei er gewisse Arten von Zylinderwellen berechnete. 

%»), Im Rahmen einer Untersuchung über drehungsfreie Relativströmungen (Jw=0) hat G. 1. Taylor diesen 
Sachverhalt bereits 1917 |3] in etwas umständlicher Form nachgewiesen 
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so stellt man unmittelbar fest: Wird in einer Strömung relativ zur rotierenden Ebene un- 
begrenzt viel Flüssigkeit so (zu irgendeinem Zeitpunkt) bewegt, daß y dem Betrage nach be- 
liebig große Werte erreicht, so nimmt stets auch der Bewegungsdruck beliebig große positive 
oder negative Werte an! So wird etwa im einfachen Fall einer konstanten Parallelbewegung 
in «-Richtung über der unbegrenzten x y- Ebene der Druck p mit y wie y unendlich, im Falle 
eines Potentialwirbels wie Inr für r>x(r’= «+ ıf). 

Sätze über drehungsfreie Strömungen in einer ruhenden Ebene übertragen sich auf 
Grund des oben angegebenen Zusammenhangs auf drehungsfreie Strömungen relativ zur ro- 
tierenden Ebene '’). Insbesondere sind Bewegungen aus der relativen Ruhe relativ drehungs- 
frei. Für die relativ zur rotierenden Ebene drehungsfreien Strömungen kann man mit 
w=gradyp als Erweiterung der allgemeinen Bernoullischen Gleichung sofort folgendes 
Integral der Bewegunesgleichung (3.2) angeben: 

p 7 tv” 

0 ot 2 
(fit) gibt auch hier die Möglichkeit einer Druckänderung durch äußere Einwirkung und ist 
bei unbegrenzten Flüssigkeitsbereichen konstant.) 

Wegen des Gliedes —O y/d # in (3.6) führt im Falle einer ruhenden x y-Ebene ein in- 
stationärer Potentialwirbel im Inneren der Flüssigkeit bekanntlich zu einem mehrdeutigen 
Druckfeld und muß daher als physikalisch nicht realisierbar ausgeschlossen werden. In der 
rotierenden Ebene muß darüber hinaus, wie (3.6) lehrt, jede reine Quelle, ob instationär oder 
stationär, im Inneren der Flüssigkeit ausgeschlossen werden, da hier der Coriolissche Druck- 
antell —2ooy zu einem mehrdeutigen Druckfeld führen würde. Wenn eine Quelle im 
Inneren der Flüssigkeit von einem Zeitpunkt ?=#, an mit der Ergiebigkeit Y(f) zu fließen 
beginnen soll, muß man ihr, damit Oy/dt+2oy eindeutig wird, eine zusätzliche (als Er- 
gebnis der ablenkenden Wirkung der Corioliskraft entstehende) Wirbelbewegung hinzugesellen 
derart, daß insgesamt die „Wirbelquelle* mit der komplexen Strömungsfunktion 

t 
OM+2 io\O(h)d + In (z 
to 
(?2=x#+ip) entsteht. Erlischt die Quelle wieder (Y()—=V für t >t,), so bleibt ein stationärer 
Wirbel zurück. Im Gegensatz zum Falle der ruhenden Ebene (»o=0) kann man hier also 
die Entstehung eines stationären Potentialwirbels aus der Ruhe im Inneren der Flüssigkeit 
gedanklich einfach zur Darstellung bringen. Allgemein erhält man im Felde von Quellen 
und Wirbeln nur dann einen eindeutigen Druck, wenn der Zusammenhang des Strömungs- 
bereichs einen geschlossenen, ganz im Inneren der Flüssigkeit liegenden Umlauf um in- 
stationäre Wirbel oder irgendwelche Quellen, nicht aber notwendig um Wirbelquellen der 
Art (3.7), unmöglich macht. 


Zoy+fit (3.6). 


Br 3- 
) : Br Sa A 


p-tiy pi 


$S 4. Zusammenfassung. 

Die kritische Rolle, die bei kleinen erzwungenen Schwingungen in einer mit der Drel- 
geschwindigkeit & rotierenden Flüssigkeit der Kreisfrequenz 2 | zukommt, wird aufgezeigt 
und im Zusammenhang mit Untersuchungen anderer Autoren kurz diskutiert. Sie beruht 
darauf, daß die zugehörige, nach Abspalten des Zeitfaktors sich ergebende Schwingungs- 
gleichung ihren Typus (elliptisch oder hyperboliseh) wechselt, wenn die Frequenz der Schwin- 
gungen diesen Wert durchschreitet. Zum Schluß folgen einige Bemerkungen über die 
Hydrodynamik der ebenen Strömungen in rotierenden Flüssigkeiten. 

10) Strömungen in rotierenden Systemen, die in bezug auf das ruhende System drehungsfrei sind, haben bis 
her großes Interesse gefunden im Hinbliek auf Probleme des Baues von Turbinen und Zentrifugalpumpen, da hier eine 
drehungsfreie Strömung bezüglich eines ruhenden Kanalsystems in ein rotierendes übergeleitet wird. (Hierüber siehe 
etwa IL... Prandtl [10], S. 310.) 
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Kinetisch unbestimmte Systeme. 


Von R. Grammel in Stuttgart. 


Dem Begriffe des statisch unbestimmten Systems hat L. Prandtl') den 
Begriff des elastisch unbestimmten Systems an die Seite gestellt. Von der 
Statik zur Kinetik fortschreitend kommt man auf den weiteren Begriff der 
kinetisch unbestimmten Systeme. Darunter verstehe ich solche, deren Be- 
wegung sich mit den Grundgesetzen der Stereokinetik überhaupt nicht er- 
mitteln läßt, oder, etwas genauer gesagt: für deren Bewegung die Stereo- 
kinetik unendlich viele Lösungen liefert, unter denen die tatsächlich ein- 
tretende nur dann gefunden werden kann, wenn man die Idee des starren 
Körpers aufgibt, Systeme also. die den Geltungsbereich der Idee des starren 
Körpers ebenso überschreiten. wie dies die statisch unbestimmten Systeme 
in ihrer Art tun. Kinetisch unbestimmte Systeme in diesem Sinne kommen 
vereinzelt in der Mechanik schon lange vor (z. B. der „halbelastische“ Stoß 
zweier „starrer“ Körper, wobei die fehlende kinetische Gleichung durch die 
phänomenologische Annahme einer nur stoffabhängigen Stoßzahl ersetzt 
wird); aber systematisch scheint dieser Begriff bis jetzt nicht untersucht 
worden zu sein. Im folgenden will ich einige der wichtigsten Klassen von 
kinetisch unbestimmten Systemen aufzählen und durch Beispiele belegen. 


1. Systeme erster Art. 


Eine erste Art kinetisch unbestimmter Systeme ist dadurch gekennzeichnet, daß die Zahl 
der Freiheitsgrade größer ist als die Zahl der Gleichungen, die die Stereokinetik und die 
etwaigen kinematischen Bedingungen liefern. 

Als typisches Beispiel betrachten wir den vollkommenen Stoß einer Kugel, die gleich- 
zeitig zwei andere Kugeln trifft. (Vollkommen heiße ein Stoß, wenn bei ihm keine mecha- 
nische Energie verlorengeht, d. h. in Wärme, insbesondere in Reibungswärme, oder in 
bleibende Verformungsenergie oder in sonstige nicht mechanische Energie sich verwandelt; 
nicht ganz zutreffend wird ein solcher Stoß meist als „elastisch“ bezeichnet.) Spielt sich der 
Stoß im raume ab, so hat das System achtzehn Freiheitsgrade, von denen wir aber nur neun 
zu beachten haben, weil, wegen des Fehlens von Reibung beim vollkommenen Stoße, die 
etwaigen Drehungen der drei Kugeln um ihre Mittelpunkte vom Stoße überhaupt nicht be- 
einflußt werden. Von den restlichen neun Freiheitsgraden sind nun bloß sechs für uns wesent- 
iich. Legt man nämlich durch die drei Kugelmittelpunkte im Augenblick des Stoßes eine 
Ebene, so bleibt, wiederum wegen des Fehlens der Reibung, die Komponente des Impulses 
jeder Kugel senkrecht zu jener Ebene unverändert, und somit ändert der Stoß auch nicht die 
Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zu jener Ebene. Wir dürfen uns also auf die senk- 
rechte Projektion des Stoßvorganges auf jene Ebene beschränken, d. h. auf den ebenen Stoß 
einer Kugel gegen zwei andere Kugeln gleichzeitig. Für dieses System von nunmehr sechs 
Freiheitsgraden liefert die Stereokinetik folgende Aussagen: die Unveränderlichkeit des Ge- 
samtimpulses gibt zwei skalare Gleichungen, die Unveränderlichkeit der Gesamtbewegungs- 
energie eine dritte; das Fehlen von Reibung zwischen den Kugeln 1 
und 2 und zwischen den Kugeln I und 3 (die Kugeln 2 und 3 sollen sich 
während des Stoßes nicht berühren: Bild 1) gibt zwei weitere Gleichungen, 
nämlich die Unveränderlichkeit der Impulskomponente der Kugel 2 parallel 
zur gemeinsamen Tangente f,, der Kugeln 1 und 2, und die Unveränder- 
lichkeit der Impulskomponente der Kugel 3 parallel zur gemeinsamen 
Tangente #,, der Kugeln 1 und 3. Das sind im ganzen nur fünf Gleichungen 
für die sechs Freiheitsgrade: das Problem ist also einfach kinetisch un- 
bestimmt: es ist im Geltungsbereich der Stereomeehanik nicht möglich, 
etwa aus den Geschwindigkeiten vor dem Stoße und den drei Kugelmassen 
die Geschwindigkeiten nach dem Stoße zu bestimmen. Eine Ausnahme 
bildet nur der Sonderfall, daß eine kinetische Symmetrieachse vorhanden ist, d. h. eine Ge- 
rade, die durch den Mittelpunkt der Kugel 1 geht, den Geschwindigkeitsvektor der Kugel I 
vor dem Stoße trägt, und zu der die Geschwindigkeitsvektoren der Kugeln 2 und 3 vor dem 
Stoße symmetrisch sind, und daß außerdem die Kugeln 2 und 3 gleich große Massen haben: 
dann liefert die Symmetriebedingung für die Impulsvektoren auch nach dem Stoße die fehlende 
sechste Gleichung, und das Problem ist jetzt kinetisch bestimmt geworden. 





Bild I 


1, L,. Prandtl: Beiträge zur techn. Mechanik u. techn, Physik (Föpp!-Festsehrift), Berlin 1924, S. 52. 
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Wie die statisch unbestimmten Systeme sich schon physikalisch von den statisch be- 
stimmten zumeist deutlich unterscheiden, so hebt sich auch der kinetisch unbestimmte Stoß 
auffallend vom kinetisch bestimmten Stoße ab. Während beim kinetisch bestimmten Stoße 
eine kleine Änderung der Anfangsbedingungen in der Regel auch nur eine kleine Änderung 
im Endergebnis bewirkt, so trifft dies auf den kinetisch unbestimmten Stoß im allgemeinen 
nicht mehr zu. Man erkennt das für unser Beispiel am besten daran, daß man sich vorstellt, 
die stoßende Kugel 1 treffe die (etwa vor dem Stoße noch ruhenden) Kugeln 2 und 3 nicht 
genau gleichzeitig, sondern ganz kurz hintereinander; dann ist das Verhalten der drei Kugeln 
nach dem Stoße völlig verschieden, je nachdem zuerst die Kugel 2 oder die Kugel 3 von der 
Kugel 1 getroffen wird, wie der Versuch etwa an Billardkugeln oder auch die folgende 


Rechnung zeigt. 
7 
F al” U 
Ur © 
j mi 


\.4 
3ild 2 (links). u (3 


3ild 3 (rechts). 









3 





Die Kugel 1 mit der Masse m, habe vor dem Stoße die Geschwindigkeit a (Bild 2), 
die Kugeln 2 und 3 mit den Massen m, und m, seien vor dem Stoße in Ruhe. Die Zentrale 
der Kugeln 1 und 2 bilde mit dem Vektor a den Winkel «, (positiv im Gegenzeigersinne). 
Die Kugel 2 werde zuerst getroffen, und durch diesen Stoß erlange die Kugel 1 die Geschwin- 
digkeitskomponenten «, (in Richtung a) und v, (senkrecht zu a), die Kugel 2 die Kompo- 
nenten «, (in Richtung a) und v, (senkrecht zu a und entgegengesetzt zu v, positiv gerechnet). 
Unmittelbar nach diesem ersten Stoße (d. h. ehe die Kugel 1 eine merkliche Wegstrecke 
zurückgelegt habe) treffe die Kugel 1 mit ihren inzwischen erlangten Geschwindigkeits- 
komponenten «,, v, auch die Kugel 3, wobei die Zentrale der Kugeln 1 und 3 den Winkel «a, 
(positiv im Uhrzeigersinn) mit dem ursprünglichen Vektor a bilde (Bild 3). Durch diesen 
zweiten Stoß erlange die Kugel 3 die Geschwindigkeitskomponenten «, (in Richtung a) und v, 
(senkrecht zu @« und gleichsinnig mit ®, positiv gerechnet), die Kugel 1 aber die endgültigen 
Komponenten U, und V, und damit die endgültige Laufrichtung «a, (positiv im Uhrzeigersinne). 


selten folgende acht Gleichungen, 


Für die acht Unbekannten «,, ®,, %,, ®,, 4,,0,, U,, V,g 
dden Energiesatz und (4) und (8) 


2 g 1 
von denen (1), (2) und (5), (6) den Impulssatz, (3) und (7) 
das Fehlen von Reibung ausdrücken: 


WEEZE EU 052 ec Rn. 5 We Pu; 
m,a=m(wi+vi) +m,(wi+vV}). . . 8) „a , - r ; :° 
WEN FE. te En FR 00. 5 

n,(W+tr)=m (IH Vi) HmlWtr;). . . (N, BEE >: 5.5 


Diese Gleichungen haben mit den Abkürzungen 


m, m, 
u, A U, BD = er 
Fa Mm, 
die Lösung: 
1— u,cos2a, u,sin2a, 
u -@, Re a. Re EEE 
- l+ u, . l+ u, um), 
2 cos? a, sin 2a, 
U, -4, „= -@ 
, 1+, - 1+u, (l), 
2 2 cos’a, — u,[e0s2(a,+ a,)+ cos2a,] sin2a, — a,[sin2(a,+ a,) — sin2«a,] 12 
s a, v ; ; (12), 


(l-+1u,) (1+ u,) 


® (+2,)(1+1,) 








IN 
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. l u,cos2a u, cos 2a, —+ 1, u, CoS2(a,-+ a,) 
Ä — - — . (, 
(1+u,)(1-+u,) 
(13) 
ö u,sin2a, — u,sin2a,—+ u, u, sin? (a,—+ 4a,) 
I ı = r . a 
(1+.4,)(1-+ u,) 
und somit 
V, u,sin2a, — u,sin2a, + u, u,sin?2 (a,-+ «a,) 
tg a, - - > ) - 5 (14). 
I : l 4,COS ZA, u, C0OSZQa, T 4, #4, C0823 (a. Aa,) 


Würde die Kugel 1 hingegen zuerst die Kugel 3 treffen 
und erst unmittelbar darnach die Kugel 2, so käme ebenso 
„> (mit den Bezeiehnungen von Bild 4) 








x 2 cos?a, HU, [cos 2 (a,-+q4a.) 7 COS 20,] 
U, n a ; d, 

ji (1 - u,) (1 + 1t,) 

. (lila), 
sin 2a, — u, [sin2(a,+a,) —sin2a,] 
v, . F : -@ 
’ (1+ u,) (1 T Hs) 
vF » m 2cos? A; M sin 2a, 
. u, a, v, Be ..« (12a). 
Bild 4. i l+ u, l+ u, 
6 ET re u. di 
- u, C0oSöa, A, C0OSSA, TU, U, COSZ (a, a,) 
u, - - Zn - a 
(1+1u,)(1+ 1u,) 
ö " (13a) 
y: u, sin 2a, — u, sin 2a, — u, u,sin2(a, + a,) 
_ —— —— - —M 
i (1-+ u,)(1-+ u,) 
und somit 
v; u,sin 2a, — u, sin2a, — u, u, sin2(a,—+ Qa,) 
ga, =7-., : see = a . (14a). 
- u u, C0S2 a, — U, C0S2a,+ U, 4, cosä(a,-+ Q,) 


Der Vergleich zwischen (11) bis (14) und (11a) bis (14a) zeigt, daß sich in der Tat alle 
Endwerte (außer U,=Uf) geändert haben, und zwar um endliche Beträge, obwohl die An- 


fangsbedingungen wenn der Vorgang nur nahe genug bei dem Grenzfall des kinetisch 
unbestimmten gleichzeitigen Stoßes liegt — sich in beiden Fällen nur um beliebig wenig zu 


unterscheiden brauchen. Dies trifft sogar noch auf den symmetrischen Fall m,= m, und 
a, a, zu, den wir zwar formal als kinetisch bestimmt erkannt haben, der sich aber physi- 
kalisch doch wie ein kinetisch unbestimmter verhält, weil die fehlende Gleichung nicht von 
(ler Stereomechanik, sondern von der Symmetrie geliefert wird. Wie groß die Unterschiede 
beispielsweise in den Endrichtungen «, und a, sein können, zeigt das einfache Beispiel 
m, —=m,— m,. Man formt mit «,= #,=1 die Werte (14) und (14a) leicht um in 


iga, = —.ciga,, tg a, cig a, 


und findet daraus (da, wie man sich an Hand einer Figur rasch klarmacht, «, zwischen W 
und 180°, a/ zwischen —90° und — 180° liegen muß) 

a, —=W'"+a,, a, = (W°’+a,). 
Jedem Billardspieler ist, dieser große Richtungsunterschied bekannt, der mit geringster 
Anderung der Stoßführung erreicht werden kann. 


Die Endrichtung der Kugel 1 im Falle genau gleichzeitigen Auftreffens auf die Kugeln 2 


und 3 anzugeben, ist eine bis jetzt ungelöste Aufgabe, die nur mit den Hilfsmitteln der 
Elastomechanik (und selbst mit diesen vielleicht nicht allein) angegriffen werden könnte. 


2. Systeme zweiter Art. 


Eine zweite Art kinetisch unbestimmter Systeme tritt immer da auf, wo das kinetische 
Geschehen von einer statisch unbestimmten Kraft oder Kräfteverteilung abhängt. 
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Beispiele hierfür lassen sich leicht in 
beliebiger Menge angeben, da nahezu jede 


ER N statisch unbestimmte Kraft zur Steuerung von 
| be: r : | se 
| - a E\, \ | Bewegung verwendet werden kann. Ein zwei- 
| N > —— ol | nr zen RE 

Ya N achsiger Wagen werde etwa durch die in 
ck Bild 5 schematisch dargestellte Bremse ab- 


gebremst. Die eingeleitete Bremskraft P er- 

zeugt im Bremsblock A eine Druckkraft X, 

Bild 5 im Drehgelenk B eine Zugkraft Y und also 

ımit den Hebelarmen ce und d des um den 

festen Punkt € drehbaren Hebels BUÜD eine Druckkraft Z= (e/d) Y im Bremsklotz D. Nimmt 

man den Drehwinkel y der Räder von den Halbmessern r als Lagrangesche Koordinate 

des fahrenden Systems, so leisten bei einer virtuellen Verrückung 94 die Bremskräfte «u, X 

und 4,Z, wo u, und «, die Reibungszahlen sind, die virtuelle Arbeit 0 1 (“,X+u,Z)rög, 
so daß die Lagrangesche Kraft des abzubremsenden Wagens 


:PrE Aa 2. 3 . (15) 


wird. Bekannt ist stereostatisch aber nur die Summe X+Y=PFP. Die Aufgabe, etwa das 
Auslaufen des Wagens bei der Bremsung durch die Kraft P zu berechnen, ist also nur dann 
kinetisch bestimmt, wenn (w,/u,) (e/d)—=1 wird; andernfalls ist sie kinetisch unbestimmt und 
kann erst nach Lösung der statisch unbestimmten Aufgabe, die beiden Kräfte X und Y aus P 
zu ermitteln, durchgeführt werden. Dazu muß man die Elastizität des Bremsgestänges und 
streng genommen auch die Nachgiebigkeit des ganzen Wagenverbandes berücksichtigen. In 
dem einfachsten Falle, daß nur die Längsdehnung der Bremsstange AB in Betracht zu ziehen 
ist, der Hebel BC D und der Wagenverband demgegenüber jedoch als starr angesehen werden 
dürfen, wird bekanntlich X=bP/(a+b) und Y=aP/(a-+b) und also 


dc 


U, 
ed 


= b+ Ya (16), 


r 
ars 


so daß der weiteren Lösung der Aufgabe nun nichts mehr im Wege steht. Wollte man aller- 
dings die Massenträgheit des Bremsgestänges bei der verzögerten Bewegung des Wagens mit- 
rechnen, so wäre die Bremswirkung © nicht mehr rein statisch bestimmbar und die ganze 
Aufgabe in die nächstfolgende Kategorie (Ziff. 3) zu verweisen. 


Belangreicher sind hier solche Systeme, bei denen das kinetische Geschehen durch die 
statisch unbestimmte Druckverteilung bei der gegenseitigen Berührung von Körperoberflächen 
endlicher Ausdehnung gesteuert wird. Bei der Lösung derartiger Aufgaben umgeht man in 
der Regel die kinetische Unbestimmtheit dadurch, daß man die fehlende Kenntnis jener 
Druckverteilung durch eine plausible Annahme ersetzt, die sich aber bei genauerer Nach- 
prüfung häufig als nicht stichhaltig erweist. 


Ein bekanntes Beispiel dieser Art ist die Berechnung des Momentes M der trockenen 
Reibung eines um seine lotrechte Achse rotierenden Stützzapfens an seiner Stirmfläche. Ist a 
der Halbmesser der als ebene Kreisfläche vorausgesetzten Stirnfläche des Zapfens, u die 
Reibungszahl zwischen ihr und der ebenfalls ebenen Lagerfläche und p=f(r) die Druck- 
verteilung über der radialen Variablen r, so ist mit der Gesamtlast P, die der axialsymmetrisch 
belastete Zapfen zu tragen hat, wie elementar folgt, 

M=L-uaP Le Kuh . A. 
wobei 
a a 


=\f(r)rdr:a\f(inrdr . . a es EN 


0 " 


einen Zahlenfaktor vorstellt, der von der Druckverteilung f(r) abhängt. 


Die übliche willkürliche Annahme f(r)  const, die auf den bekannten Faktor ©=2/3 
führt, ist zwar einfach, aber in keiner Weise zerechtfertigt und liefert daher nur eine Schein- 
lösung dieses in Wahrheit kinetisch unbestimmten Problems. Die richtige Funktion zu finden, 
ist eine Aufgabe der Elastomechanik. Begnügt man sich dabei mit dem etwas vereinfachten, 
aber der Wirklichkeit wohl ziemlich nahekommenden Fall, daß der Zapfen als starr, das 
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Lager als elastischer Halbraum angesehen werden darf, so gilt die Boussinesqsche Druck- 
verteilung 
P l 
2=Fle} = . . (19), 


2n0 r\: 


die in Bild 6 samt der Verformung der Oberfläche des elastischen 
Halbraumes dargestellt ist. Mit (19) erhält man für den Faktor (18) 
den Wert &=x]/4, der sich vom üblichen Wert 2/3 erheblich unter- 
scheidet, aber natürlich selbst auch noch nicht der wahre Wert 
zu sein beanspruchen kann, da in Wirklichkeit außerdem die Nach- 
giebigkeit des Zapfens zu berücksichtigen ist. Mit dem so wenig- 
stens definierten elastomechanischen Problem des elastischen a 
Zapfens auf elastischer Unterlage (bei dessen Lösung natürlich 
auch die unendliche Spannungsspitze am Umfang r — a abgebaut 
wird) wollen wir uns jedoch hier nicht befassen. 





Bild 6 


3. Systeme dritter Ärt. 


Zu einer dritten Art kinetisch unbestimmter Systeme kommt man, wenn das kinetische 
Geschehen von Kräften oder Kräfteverteilungen abhängt, die durch die Bewegung selbst her- 
vorgerufen werden, sich aber stereokinetisch nicht bestimmen lassen. 


Das merkwürdigste und zugleich einfachste Beispiel, das ich hierfür finden konnte, ist 
das folgende. Eine (unendlich lang zu denkende) kreiszylindrische Maschinenwelle liege in 
einem genau passenden (ebenfalls unendlich lang zu denkenden) Lager. Von Belastungen, 
wie sie etwa von der Schwere oder sonstigen äußeren Kräften herrühren könnten, wollen wir 
als hier belanglos absehen. Die Welle fange nun an, sich zu drehen, und es soll die trockene 
Gleitreibung zwischen ihr und dem Lager in Betracht gezogen werden. Für viele mit der 
Welle zusammenhängenden kinetischen Fragestellungen, z. B. für die Nachprüfung eines 
Auslaufversuches, ist die Kenntnis des Momentes M der Gleitreibung je Längeneinheit der 
Welle als Funktion der Drehgeschwindigkeit & erforderlich. Die Stereomechanik versagt 
völlig bei der Lösung dieser Aufgabe, und auch die vielleicht naheliegende Meinung, daß bei 
starrer Welle, starrem Lager, völliger Passung und fehlender Belastung kein Reibungsmoment 
vorhanden sei, erweist sich als unrichtig. Dies erkennt man auch schon ohne jede Rechnung 
so: infolge der Fliehkraft vergrößert sich der Durchmesser einer rotierenden nichtstarren 
Welle um einen endlichen Betrag, derjenige einer starren Welle allerdings nur um einen un- 
endlich kleinen Betrag; bei starrer Welle und starrem, für »=0 exakt passendem Lager 
wird aber auch schon eine unendlich kleine Ausweitung der Welle endliche Pressungen, also 
ein endliches Reibungsmoment erzeugen können. Die folgende kleine Rechnung bestätigt dies. 

Für die Radialspannung o, und die Ringspannung o, einer mit der Drehgeschwindigkeit & 
umlaufenden elastischen Vollwelle von der Dichte o und der Querdehnzahl » gilt mit einer 
noch offenen Konstanten A im Abstand r von der Wellenachse 
“u, en 
ar A owr, o A Er I + (0). 
Für den Lagerkörper, den wir als elastischen Vollraum mit einer kreiszylindrischen Bohrung 
ansehen (die Berücksichtigung seiner nur endlichen Größe würde die Rechnung umständlicher 
machen, ohne das Wesentliche am Endergebnis zu ändern), gilt mit einer zweiten Konstanten 4’ 


0’ ne a a re Kr Mh 


Die radiale Dehnung (Vergrößerung von r) infolge der Spannungen ist, mit dem Elastizitäts- 
modul E von Welle und Lager, für die Welle 


1—» 1+v 2 

u (04 —rv 6,) —rlA Pr) u FU > 
E r E \ Fu 

und für das Lager 

) I+rv 4’ 

’ s ' »)* 

u 7;, vo,)= = r 3 . f ’ ö £ i 2 > i ö £ ö (23). 
wer E r 

15° 
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An der Berührstelle r—=.a von Welle und Lager muß 
6,=0.(=—p) und u._w 
sein. Daraus findet man 


1l+v ee ‚.1-v ini 
 — oO ww” a, A = \ 0" a 


A { 8 


und somit die Pressung p zwischen Welle und Lager, sowie deren Aufweitung «, für r=a 


1—v I—-» Rn 
p Fr u ® SE N MO 

Geht man jetzt zur Grenze E>x, also zu starren Körpern über, so geht zwar u, >, 
aber es bleibt in der Tat ein Preßdruck p und daher mit der Reibungszahl « ein Reibungs- 
moment je Längeneinheit 


. T s & 
M=2nupau? N sii—Nnoeo’u . .. . 2... () 
übrig. 
A A Er 5 i 
Da die Querdehnzahl » nur dem Bereich O<£»=< angehören kann, ist das Reibungs- 


moment M auch bei starren Körpern eine nicht identisch verschwindende quadratische Funktion 
der Drehzahl »®. Solange man nichts über den Wert der Querdehnzahl » auszusagen vermag, 


u : ö ö 1 
ist allerdings M noch nicht völlig bestimmt, sondern nur zwischen den Schranken gruoo? a* 
c 


1 i u s 1 
und rue &?a* eingeschlossen. Man erkennt aus solchen Beispielen, daß der Grenzübergang 


E>» noch zu einer unendlichen Mannigfaltigkeit von starren Körpern führen kann. 


Würde man Welle und Lager zunächst mit verschiedenen Elastizitätsmoduln E und E’ 
ausstatten, so würde eine ganz ähnlich verlaufende Rechnung ein Ergebnis M liefern, das 
noch vom Verhältnis = E/E’ abhinge. Weil der Grenzübergang zu starren Körpern dann 
mit verschiedenen Grenzwerten von x ausgeführt werden könnte, so erhält man von hier 
aus noch eine weitere unendliche Mannigfaltigkeit des starren Systems Welle—Lager. 


Ein anderes Beispiel für diese Art von kinetisch unbestimmten 
Problemen zeigt Bild 7. Ein starrer Körper A werde durch einen 
starren Stempel B, der in einer starren Führung C gleitet, vorwärts 
s geschoben, wobei sich A und B längs einer ebenen Rechtecks- 
fläche DE berühren. Der Schwerpunkt (Massenmittelpunkt) S 
von A liege nicht auf der Symmetrielinie des Stempels; jedoch 
habe das ganze System die Zeichenebene von Bild 7 zur Symmetrie- 
ebene, so daß die Bewegung auf alle Fälle als eben anzusehen ist. 
Auf den Stempel werde eine Zwangskraft in Richtung der Symmetrie- 
achse so ausgeübt, daß ein vorgeschriebenes Weg-Zeit-Gesetz s= ft) 
des Stempels erzwungen wird. Außer dieser Zwangskraft nebst 
den etwa von der Führung ( ausgeübten Führungskräften sowie 

Bild 7. den Druckkräften zwischen dem Körper A und dem Stempel B 
sollen weitere Kräfte nicht in Betracht kommen, also weder die 
Schwere noch eine Reibungskraft des Körpers A auf seiner Unterlage B. Wir fragen nach 
der Bewegung des Körpers A, insbesondere nach seiner Weiterbewegung, wenn der Stempel B 
plötzlich seine Vorwärtsbewegung einstellt und rückwärts gerissen wird, so daß die Kraft- 
übertragung zwischen B und A momentan aufhört. Und zwar interessiert uns nur der Fall, 
daß die Projektion S’ von S auf dem Rechteck DE zwischen den Kanten D und E liegt, 
also weder links von D noch rechts von E, weil sonst, wie man leicht einsieht, sofort beim 
Beginne der Bewegung der Körper A sich um die Kante D oder um die Kante E drehen 
würde, so daß unsere Voraussetzung (Berührung beider Körper längs der Fläche DE) von 
Anfang an nicht erfüllt wäre. 

















Die Lösung unseres Problems scheint ganz trivial zu sein: der Körper A — so sollte 
man annehmen — wird in Richtung der Symmetrieachse des Stempels B mit der durch das 
Weg-Zeit-Gesetz vorgeschriebenen Geschwindigkeit v»—=f’(f) vorwärts geschoben und ins- 
besondere nach Zurückreißen des Stempels zur Zeit 7 von nun an mit der Geschwindigkeit 
v,—f’(r) ohne Drehung geradlinig weiterlaufen. Mit dieser trivialen Lösung ist das Problem 
aber keineswegs erledigt, wie man einerseits deswegen vermuten wird, weil die kinetische 








rom 
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Druckverteilung zwischen Körper A und Stempel B unbestimmt bleibt, und wie man anderer- 
seits aus einem einfachen Versuche an einem Modell erkennt: bei wirklichen Körpern läuft A 
im allgemeinen nicht ohne Schrägstellung oder sogar Drehung weiter, und zwar um so weniger, 
je mehr die Vorwärtsschiebung des Körpers A durch den Stempel B ruckartig erfolgt. 


Zur exakten Lösung dieses in Wahrheit kinetisch unbestimmten Problems müßte man 
die Körper A und B als elastisch ansehen. Diese Aufgabe wäre recht schwierig. Wir wollen 
sie erheblich vereinfachen dadurch, daß wir die elastischen Körper A und B ersetzen durch 
ein nur teilweise elastisches Modell, das den Vorgang wenigstens in seinen wesentlichen 
Zügen einigermaßen richtig wiedergeben mag. Der starre Stempel B 
trage ein kontinuierliches System von gleichartigen masselosen A 
Federn mit der Länge /!, die alle in Richtung der Symmetrieachse f . 
liegen und in einer starren ebenen, ebenfalls masselosen Tra- 6 
verse FG endigen, die den starren Körper A vorwärts schiebt 
(Bild 8). Zur Zeit t sei die Oberfläche DE des Stempels B um 
s=f(f) verschoben und bis nach D’E’ gekommen, die Traverse 
FG nach F’@G’, wobei sich die Projektion S’ des Schwerpunktes 
des Körpers A um die Strecke y bis S’” verschoben, die dortige 
Feder also um 4 — f(t) verlängert hat. Außerdem kann sich die 
Traverse um den (im Uhrzeigersinn positiv gerechneten) Winkel q 
gedreht haben, so daß diejenige Feder, die durch die (von 8’ 
positiv nach rechts gezählte) Abszisse x gekennzeichnet ist, sich Bild 8. 
um 7 — f(t) verlängert hat. Dabei ist, wenn wir den Winkel q 
als klein behandeln, „=y—gx. Wir wollen, um die Rechnung nicht unnötig zu verwickeln, 
außerdem annehmen, daß der Schwerpunkt S des Körpers A so nahe bei S’ liege, daß man 
seine seitliche Verschiebung infolge der Drehung 9 als klein von höherer Ordnung vernach- 
lässigen darf. Dann ist mit der Federzahl e (die die Gesamtkraft zur Verlängerung aller 
Federn um die Längeneinheit angibt) und mit den aus Bild 8 zu entnehmenden Längen a 
und b(<.a) die resultierende Federkraft P und ihr Moment bezüglich S” (und damit auch 
bezüglich S) 








b b 


c | i c ? 
P- a fOJda, M He et, 


—( a 


Die beiden kinetischen Gleichungen des Körpers A von der Masse m und dem Trägheits- 
moment m k? (um eine Achse durch S senkrecht zur Bewegungsebene) 


»a+P=6, sP#s- Feb... . .,..+% . (27) 


werden also explizit 


.- 1 
mytcey+zla—b)ey=efld), 
(28). 
a 5 a . 1 a 
mkeötgla—b)ey+z(a—-ab+b)eg=zla—b)efit) 
_ . _ 
Ihre allgemeine Lösung ist von der Form 
y=y+Y(W, DER EEE Er 


worin y und 9 die Lösungen der verkürzten Gl. (28) und Y(t) sowie ®(t) ihre von den 
Funktionen f(t) abhängigen partikulären Integrale bedeuten. Die Lösungsanteile y und 9 
stellen zwei gekoppelte harmonische Schwingungen dar. Um diese Schwingungen wollen 
wir uns nicht kümmern, da ihre zwei (leicht berechenbaren) Eigenfrequenzen wegen der als 
sehr groß vorauszusetzenden Steifigkeit der Federn sehr hoch liegen und sich also lediglich 
als ein der eigentlichen Bewegung überlagertes Zittern des Körpers A bemerklich machen, 
das wir uns rasch abgedämpft denken. Die eigentliche Bewegung ist dann im wesentlichen 
durch die partikulären Integrale Y und ® ausgedrückt. Diese sind aus der gegebenen 
Funktion f(f) der Stempelbewegung einfach zu berechnen. 


Man bestätigt durch Einsetzen in (28) ohne weiteres folgende Lösungen für drei hier 
besonders in Betracht kommende Stempelbewegungen: 
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I. Die gleichförmige Stempelbewegung mit der unveränderlichen Geschwindigkeit v,, 
also f(f) = v,t, gibt 


’B=%t: M=O0. . I ee ae Tech nr ah Pre 


IV 


die gleichförmig beschleunigte Stempelbewegung mit der unveränderlichen Be- 
’ 1 
schleunigung b,, also f(t) =, b, #, gibt 


4 | e a —ab+b’mb, 
Y(#h) ur 3 
2 (a + 5b)? c 


ab mb, 
PH 6 r 
(a+b)” c 


3. die linear zunehmend beschleunigte Stempelbewegung mit dem unveränderlichen 
1 
Ruck r,, also f(f) -r,f, gibt 
) 


1 a —ab+bmr, 


Y( Br: r, 


(a—+ b)? c 
(32). 
a b m Y. 


PA t 


) — 
(dl h)? ® 


Aus diesen Lösungen geht hervor: Im Falle 1 des gleichförmigen Vorschiebens des 
Körpers A hat man das genannte und zu erwartende triviale Ergebnis, und zwar auch dann 
noch, wenn man zur Grenze c>x des durchweg starren Körpers A und starren Stempels B 
übergeht [weil e in der Lösung 1 gar nicht vorkommt]. Auch das Ergebnis des Falles 2 ist 
nicht verwunderlich: infolge der eingeschalteten Federung bleibt der Körper A bei gleicher 
Geschwindigkeit Y’(f) =b,t wie der Stempel B hinter der Weglage ) > b,#, die er für 
e—=c hätte, etwas zurück und legt sich dafür um den unveränderlichen Winkel ® schräg. 
(Geht man hier zur Grenze c>x über, so muß der Ausdruck = mb,/ce auch dann noch 
gegen Null gehen, wenn die (unveränderliche) Stempelbeschleunigung b,>x geht, weil bei 
durchweg starren Körpern die Forderung unveränderlichen Abstandes des Punktes S vom 

; 1 i 
Stempel B verlangt, daß dann Y (f) 5 b,#” ist. Das hat zur Folge, daß dann P (ft) 0 wird, 


d. h. daß bei einem derartigen Stoße der starre Körper sich immer noch trivial verhält und 
ohne Drehung vorwärts läuft. 


Ganz anders verhält er sich im Falle 3 des Antriebes mit linear zunehmender Be- 
schleunigung. Er hat jetzt — immer abgesehen von den rasch abgedämpft gedachten Schwin- 
gungen —, wenn der Stempel nach der Zeit t=r zurückgezogen wird, eine Vorwärts- 
geschwindigkeit 
| R a —ab+bmr, 


r,7° (a+ 1b}: i (33), 


v”=Y'f1) 


welche kleiner ist als die Endgeschwindigkeit ve= 5 r,t’ des Stempels, aber dafür auch noch 


eine Drehgeschwindigkeit 
a—b mr, 


6 3 
'(a+1®) c (34, 


o'—= ® (t) 


welche er ursprünglich nicht besaß. Dieses Ergebnis war bei einer elastischen Zwischen- 
federung durchaus zu erwarten. Beim Grenzübergang zu stoßartigem Antrieb r, > braucht 
nun aber im zweiten Glied von Y(r) (32) keineswegs o=mr,/e gegen Null zu gehen, da 
wegen >0 das zweite Glied auch bei endlichem, von Null verschiedenem o verschwindet, 
womit dann auch bei durchweg starren Körpern der richtige Abstand des Punktes S vom 
Stempel B verbürgt ist. Vielmehr kann hier o irgendeinen von Null verschiedenen, positiven 
Wert o, annehmen, der durch die Art des Grenzüberganges c>»x zum starren Körper be- 
dingt ist, und so erhält dann nach dem Stoße des Stempels der Körper A auch bei fehlender 
Zwischenfederung eine Vorwärtsgeschwindigkeit v’ (33), welche kleiner ist als die (beim Stoße 
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für >O nicht nach Null gehende, sondern endlich bleibende) Endgeschwindigkeit = lim 5 r, r? 


des Stempels, und außerdem eine Drehung mit der ebenfalls von Null verschiedenen Geschwin- 
digkeit ©’ (34). 

Damit ist, wenigstens für diese Art des Stoßes (Stoß mit unveränderlichem Ruck), die 
bei wirklichen Stößen zu beobachtende Erscheinung der Drehung des Körpers A nach dem 
Stoße erklärt, und es ist gezeigt, daß diese Drehung auch bei durchweg starren Körpern und 
stoßförmigem Antriebe möglich ist. Die kinetische Unbestimmtheit äußert sich auch bei diesem 
Beispiel darin, daß der Grenzübergang e>x zu beliebig vielen starren Körpern verschiedenen 
kinetischen Verhaltens führt. 











Ein letztes Beispiel soll zeigen, daß kinetisch unbestimmte Ss Q 
Systeme dieser Art nicht bloß bei Reibung oder Stoß auftreten PR TT N 
Eine starre Stange S (Bild 9), die genau und genau zentriert in y s\| N 
eine starre kreisrunde Höhlung H paßt, kann sich um die Achse 0 / | i \ 
der Höhlung drehen, wobei sie reibungslos an der Wand der IN 
Höhlung H streift. Sie trägt einen Rotor, mit dem zusammen sie (P 10) 
ein Massenträgrheitsmoment A um die Drehachse hat, und wird N IX, 
durch einen Motor angetrieben, der von kontinuierlich auf dem \ 

Umfang von H angeordneten Piezozellen so gesteuert wird, daß N | 
das Antriebsmoment proportional zu dem Druck ist, den die beiden N | BB 


Enden der Stange S auf den Umfang von H ausüben. In der 
Ruhestellung sei dieser Druck gleich Null; die Stange sei also 
ohne Vorspannung. Nach welchem zeitlichen Gesetz läuft das 
rotierende System weiter, nachdem es einen beliebig kleinen Anfangsdrehimpuls erhalten hat”? 

Diese Aufgabe ist kinetisch völlig unbestimmt, da sich bei einer starren Stange der 
geschilderten Art keinerlei Aussage über den Preßdruck während der Drehung machen läßt. 
Die naheliegende Annahme nämlich, daß die starre Stange, wenn sie bei der Drehgeschwin- 
digkeit »—=0 keinen Preßdruck besitzt, auch bei &==0 keinen ausübe, ist falsch, wie man 
schon gemäß dem vorletzten Beispiel vermuten wird, und wie auch die folgende einfache 
Rechnung zeigt. 

Sieht man die Stange von der Länge 2a und von kleinem Querschnitt zunächst als 
elastisch mit dem Elastizitätsmodul E und der Dichte o, die Höhlung H aber der Einfachheit 
halber schon als starr an, so hat man zur Bestimmung des Preßdruckes p= - 0, folgende 
drei Gleiehungen (Gleiehgewichtsbedingung, Hookesches Gesetz, Verträglichkeitsbedingung), 
in denen o die Längsspannung und « die radiale Dehnung, je im Querschnitt r, bedeuten: 


Y da 
do n du 0 ? ei 
rowr=VU\, Fr \du=0 . eg . (35). 
u dr E 
Y u 
Die Integration der ersten Gleichung liefert 
| a . 
[77 2 Pe ud oc" (a* F, 


und damit gibt die zweite und dritte sofort den Preßdruck 


| 


2 | 2 “4° 
p 0, DE . ' x j ö ’ (56), 
+) 


unabhängig vom Elastizitätsmodul E, und also auch den gleichen Wert, wenn man nach- 
träglich E>x gehen läßt. Der Grenzübergang zum starren Körper führt mithin zu ‚einem 
ganz bestimmten, für »==0 von Null verschiedenen Druck p, der proportional zu ? ist, 
folglich auch zu einem Antriebsmoment, das proportional zu ®’ wird. Damit ist die gestellte 
Aufgabe vollends elementar lösbar geworden (wir brauchen die weitere Lösung nicht an- 
zuschreiben). 


Ähnlich wie in den früheren Beispielen, insbesondere im vorletzten, erhält man übrigens 
auch hier, genau genommen, wieder eine unendliche Mannigfaltigkeit von starren Körpern 
und von Lösungen, wenn man nicht nur die Stange S, sondern auch die Höhlung H zunächst 
als elastisch mit dem Elastizitätsmodul E’ ansieht, und diese Erscheinung, die in entsprechender 
Weise schon bei den statisch unbestimmten Systemen vorkommt, ist also auch bei den kine- 
tisch unbestimmten Systemen nicht weiter verwunderlich. 586 


Eingegangen am 2. 9. 1944. 
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Knickung einer axial gedrückten, um ihren Mittelpunkt 
rotierenden Speiche. 
Von R. Gran Olsson in Trondheim. 


Im Rahmen einer größeren Untersuchung ergab sich folgendes Teilproblem 
Eine in einen starren Kreisring unter Vorspannung eingebaute Speiche 
rotiert mit dem Kreisring um den gemeinsamen Mittelpunkt, wobei die 
Speichenachse mit einem Durchmesser des Kreisringes zusammenfällt. Durch 
die als konstant angenommene Winkelgeschwindigkeit wird die Speiche in- 
folge der Zentrifugalkraft entlastet, indem diese in einem um seinen Mittel- 
punkt rotierenden, freien Stab bekanntlich Zugkräfte erzeugt. Es ist die 
größte mit der Stabilität der Speiche verträgliche Druckkraft zu ermitteln. 


1. Spannungs- und Formänderungszustand der Speiche. 
In einem Stabelement von der Länge d.r ergibt sich ein Beitrag zur Zentrifugalkraft 


as ” ozFdz. . . u ser EM 
4 


wo y das spezifische Gewicht des Speichenwerkstoffs, g die Erd- 
beschleunigung, & die als konstant angenommene Winkel- 
geschwindigkeit, F den Speichenquersehnitt und x die Entfernung 
des Stabelements vom Drehpunkt bezeichnen, Bild 1. Daraus er- 
gibt sich bei konstantem (uerschnitt als Zugkraft infolge der 
Drehung im Schnitt 


Z Re: a 5 >: WE a  : 


Die Längenänderung « erhält man auf Grund der Beziehung 
zwischen Spannung und Dehnung (Hookesches Gesetz) nach 





@5#7 


Bild 1. Rotierende Speiche 


Integration ohne Nabe, 
v@® 2e”\ 
ie ‘ . 2 — 4) 
Sn 7, ur ı ER EESEEE 


wobei der Integrationsbeiwert so bestimmt wurde, daß für =0 u=0 ist. Die Längen- 
änderung der freien Speiche ergibt sich danach für eine Hälfte zu 
11 Y 7 ig > 
u, ; a). 
Nax 3gE (-a) 
Da die Speiche in einem starren Ring eingebaut ist, muß diese Längenänderung durch 
eine Druckspannung 0’ aufgehoben werden, die sich aus der Beziehung ergibt 
0’ N y@®l® 
E'—3gE 
und die entsprechende Druckkraft 


P=oF=', FR, 
39 
die durch die Zentrifugalkraft und die starre Lagerung der Speiche an ihren Enden hervor- 
gerufen wird. Die in der ruhenden Speiche bereits vorhandene Vorspannung erzeugt eine 
Kraft, die mit P” bezeichnet werden möge. Infolge Rotation und Vorspannung tritt demnach 
an den Enden der Speiche eine Druckkraft P’+P”=P, auf. In einem beliebigen Schnitt x 
wirkt danach eine Kraft 
> rl I e ; 
P@)=P,—Z=P, 5, FF+,, Fa’ (3). 


j 3 zu Be as ‚ 
Die beiden ersten Glieder 7, >.) FF stellt die im Mittelpunkt («=0) vorhandene Druck- 


kraft P, dar. Damit wird 
Pix) P,+ 4 x 


Von der Druckkraft P’” werden wir später zeigen, daß sie immer unterhalb der Eulerschen 
Knicklast bleibt, so daß im Ruhezustand keine Gefahr für ein Ausknicken der Speiche besteht. 
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2. Aufstellung und Lösung der Differentialgleichung des Problems. 


Die Differentialeleichung der elastischen Linie lautet 


R d’r 
M EJ er (4), 
d.? 
wo M das Biegungsmoment, EJ die Biegesteifigkeit der Speiche N y 


und » die Ausbiegung bedeuten, wobei die positiven Richtungen von I N, 
M und » dem Bilde 2 entsprechend angenommen sind. Für den 


I 
8 | 
| 


zwischen 2=0 und einem beliebigen Schnitt x gelegenen Teil der dv 
Speiche gilt die Gleichgewiehtsbedingung (Bild 2a) 11 Lv dx, 
x ' ü 
d u - 
Ipm \ p(x)da 0 ; ; . (PN. | | 
a dx } | d 
wobei im Integral auch eine am Speichenende vorhandene Einzel- 





\ 





last enthalten sein möge. Mit Hilfe der bekannten Beziehung \ 
IV dd er » 
Run S- [E.J 3 ’ Im 
UXx a dx} 


Bild 2. Zur Ableitung deı 


Differentialgleichung des 


erhält man aus (5) die Differentialgleichung des Problems ') Problems 
x 
d d’r dev 
EJ-—|+ ()d2=®9 (Da), 
u der) dr \ p ci 


0 
also eine Gleichung zweiter Ordnung in bezug auf dr/dx mit veränderlichen Beiwerten. 
Im vorliegenden Fall ist bei konstantem Querschnitt 


X 


\r()de: P,+ >77 
u 


y@"“ 
/ 


Far, 


womit Gl. (5a) mit „= dr/d.x lautet, wenn wir uns auf den Fall konstanter Biegesteifigkeit 
beschränken 


4 Fans it. - : »-- ER . (5b). 


Bei verschwindender Zentrifugalkraft geht diese Gleichung in die bekannte Gleichung für 
die Stabknickung über. 

Um Gl. (5a) auf dimensionslose Form zu bringen, setzen wir = El und erhalten nach 
Division durch EJ/T 


in y( 1? di zw" F hi =), =UV. . 2 = ee 5 sa 


d#? EJ 2g9EJ f 
Mit 
vor 1 EN. * R | z 
e® g | ; 12 i FE: er % . (6) 


(i = Trägheitshalbmesser des Speichenquerschnitts) ergibt sich die Gleichung 
d’ (® > | 0 A 
u > ra r a e ; R a RN ’ ö . Ipa). 
dz EJ / 
Durch die Substitutionen 
BE N 2 eh ee - = WM 
ergibt sich aus (5d) die Differentialgleichung 
d’w | Prr3 3% 7 
= 1 _ - #22 .; | W Bm, . 5; 
dl’ 4 IcEJt 16 © 
deren Vergleich mit der Whittakerschen Gleichung ?) 
ı) R. Gran Olsson: Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues, Heft 6 (August-Hertwig- Festschrift), 
Berlin 1943, S. 92. 
2) E. T. Whittaker and G. N. Watson: Modern Analysis, 4. Aufl., Cambridge 1927, S. 337. 
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| 

d’n | k N £ o 4 
et re a m j i > Rn: 
d { a & 
für die Parameter k und m die Werte liefert 
j rer | 
v ri, m (5). 
tcEJ { 


Die Lösung von Gl. (Sf) lautet 


ne MOFA Een A FE H-, 


) 


wo Mm (£) die Whittakersche Funktion bezeichnet und dureh folgende Reihenentwieklung 


gegeben ist 


| | | - 
l | + —- ” — - ’ 
34 -+m—-k. I-+m-kili-+m-—k) ,. | 
MV d)=L£° ern +7 = — tel... 
un i+2m 1! 1+2m)P2+2m 2! 


Für M,. (£) gilt eine entsprechende Reihe, die aus der obigen hervorgeht, indem m durch 
k,-m - 8 
m ersetzt wird. Die Neigung der Ausbiegung der Speiche ergibt sich nach (7) zu 


l 
EI HN» - : re ||) 


/ 


Setzt man die Ausdrücke für M;, „(e&) und M;,_mte£?’) aus (9) in (10) ein, so ergibt sich 


mit etwas geänderten Integrationsbeiwerten e, und ec, 
es? 


„=e "[s£EFilk,m,c&)+c,F(ik,—m,c&). . . (da), 


wo F(k, m,c&) die in der eckigen Klammer von (9) stehende Reihe bedeutet mit einer ent- 


sprechenden Reihe für Fik, — m, e£?). 


a 1 1 3 & 2 
Für m = und k=n+|+ j bzw. k=n-+ j, won eine natürliche Zahl ist, läßt sich 


die Whittakersche Funktion M;., „(£) in Hermitesche Polynome verwandeln. Die Ermitt- 
lung der Kniecklasten würde dann auf die Bestimmung der Nullpunkte dieser Polynome hin- 
auslaufen, worüber eine umfangreiche mathematische Literatur vorliegt. Wie aus (6) und (8) 
hervorgeht, ist k imaginär, so daß eine Verwandlung der Reihen in Polynome unmöglich ist. 
Wegen der imaginären Werte von e und %k dürfte es nieht ratsam sein, die Knicklasten aus 
der exakten Lösung der Differentialgleichung zu ermitteln, weshalb eins der bekannten 
Näherungsverfahren, die für diesen Zweck zur Verfügung stehen, herangezogen werden soll. 


3. Ermittlung der Knicklasten nach dem Verfahren von Timoshenko. 

Dies Verfahren’) besteht bekanntlich darin, daß zwei Arbeitsbeträge miteinander ver- 
glichen werden, nämlich erstens die Arbeit infolge der Axialkraft P(.r). wenn der Stab aus 
der geraden in die gebogene Form übergeht, und zweitens die Formänderungsarbeit der 
Biegung, die im ausgebogenen Stab entsteht. 


Die erste Arbeit beträgt für die ganze Speiche (von «=0 bis ==) 


I 
Ef dr\’ 
> . * 
A, > \Perlaz) 4 ; ; > i (11) 
u 
und die Formänderungsarbeit der Biegung 
l 
it d’r\’ 
A, = E.J (x) Id . = SA, i (12). 
> \ u (1r:) 
1) 
Die Knickbedingung ergibt sich aus dem Gleichsetzen dieser Arbeiten, also für A, A, oder 
I j 
{ d’»\? ] de\’ 
E.J (.) ‚Id. P (.) BE, oa . (13). 
\ la x) \ (de) 
[27 u 
3, S. Timoshenko: Z. Math. u. Phys. Bd. 58 (1910), S. 337, siehe auch J. Ratzersdorfer: Die Knickfestig 


keit von Stäben und Stabwerken, Wien 1936, S. 120 
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Diese Bedingung sagt zunächst nur aus, daß zu jeder Ausbiegung eine bestimmte Knicklast 
gehört. Der wirklichen Ausbiegung entspricht die kleinste Knicklast, so daß Pix) ein 
Minimum wird. 
Erste Annahme: Ausbiegung nach einer sinusförmigen Halbwelle befriedigt die Grenz- 
bedineungen "=0, d’r/dxe’=0 für 2=0 und x =/!, aber nicht die Differentialgleichung: 
TE dr TC TU d’r mc TE 


'sin“ cos . (14) 


21’ de ua de 17 


U=C, C08 

Die Arbeit infolge der Axialkraft zerlegt man zweckmäßig in zwei Teile. deren erster von 

der konstanten Kraft P, und deren zweiter von der veränderlichen Zentrifugalkraft herrührt. 
Werden diese Arbeiten mit A,p und A,. bezeichnet, so ergibt sich 


1 











I I 
d»\’ EL .„,A& n? cc! 
A,p ' =P = A sin? ds: —=P. 
lu \ laz) sr \ 21 sl 
u 0 
Die Arbeit infolge der Zentrifugalkraft wird’) 
I > 
ae u  » ie ee 
B; SgR Fe! \ x’ sin 5748 87 Fle\7 +1). 
0 
Damit wird die ganze Arbeit infolge der Axialkraft 
c P. vo „ia 
A, - |? + FI. +1) wi ER . (11a) 
S | l g \6 
Die Formänderungsarbeit der Biegung wird 
I 
2 E 4 
IT a " „Tr 7 Mi ” 
A, = 67 EJc \ COS” >] dx: 397 EJc! ’ . i (12a). 
u 
womit die Bedingung A, = 4, ergibt 
BJ va" 6 
P oz Gl] . (8, 
0 f r 6 g | u =, | 
a’ EJ _—. m vi 
ah: % 5 P; die Eulersche Knicklast be- 0662 
i . z ” . 06 
zeichnet. Bildet man das Verhältnis 
PB. yo? Fi | | R. 
P; g Pr \6 ”)' 
und trägt dies abhängig von —- w’FT/P,; auf, ” 
. 
so ergibt sich die in Bild 3 dargestellte Gerade, 
die einer Ausbiegung nach einer Halbwelle ent- r u EEE SEE ie ZU 
spricht. PARAT, 
. ’ e n (EICH) Pr 
ZAweiteAnnahme: Die Ausbiegung möge 
von der Form Bild3. Druckkraft Po im Mittelquersehnitt der Speiche, 
bezogen auf die Eulersche Knicklast P ;, abhängig von 
Ta 3X a a Fo ne 
"=c, cos Le.c08 . . (l4a) der Zentrifugalkraft a F1?, bezogen auf / p bei Aus 


.) 2 9} 
21 21 knieken nach einer sinusförmigen Halbwelle ohne (a) 
und mit Überlagerung durch drei sinusförmige Halb 


sein, womit wir erhalten wellen (b). 


(« 4 RE Re 7; . 3m „ na . Sax. ,I8 . .Bax 
eG Zu rc, 6, sin sın u 0 
\d 47 21 ! 21 21 47 2, 
d’v j  ; MR... 9n° TE nz „sin® Inx 
= & — 08" 720,6. =. 008 cos ce? ; cos? 

dr’ "167 21 u 21 de 

j I 
TE Mn 3 , „BNE Pr. 

ET - AI, \ sin? 57 dz+P,e (iR \ sin? >] dx gs; (a +9e}). 

0 u 


4, Bei der Ausrechnung der Integrale haben mir die Tafeln unbestimmter Integrale von F. Tölke: Praktische 


Funktionenlehre, Bd. I, Berlin 1943, wertvolle Dienste geleistet, 
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Die Arbeit infolge der Zentrifugalkraft ergibt sich zu 


j I ! 
vo _[ „/d ") 0 ae; EEE >: k we I: 
nr 34 F \ ar = dx 8g F ci \ «sin? 57 d&+6e,c, \ «"sinzz sin 5] dx 
0 u 0 
j 
j Rue: - 7 w | = Sl 3 | 
( 2 / Pı|pr? N op \ 2 ‚2 2. 
|. sin „7 de=,, Flle; +t)tec[18 sr)tals+i]l. 
u 
Für die Zusatzarbeit infolge der Axialkraft erhält man 
VE vn? | a Sl (3 | 
en Mn „2 rt PIilIr2i- Ri SE- 2 2| ı „2? 2 2 90 
A= ar Fllale L)+c,e,[18 37°) 35” 1) . . (11b). 
Die Formänderungsarbeit infolge der Biegung liefert 
j I I 
a N .NE i RE In Er „nz 
A:=5EJ3 67 K \ cos? s71r+ 18 0, c; | c0S 57 608 57 dxe+8lg \ cos? 57 d«|. 
0 IL 0 


Das mittlere Integral ergibt wegen der Orthogonaleigenschaft der trigonometrischen Funktionen 


Null, womit man erhält: 
4 


JT 
A, EJ sop(e +31 a ee DEE 
Das Gleichsetzen der beiden Arbeiten (A, = 4,) liefert für P, folgenden Wert, wenn c,/e, = 4 


eingeführt wird 


. —; . Y@” _ n? Ei ="; N "2 Wen | 
EJ -—(1-+814°) — F » | — +1] A| — a? 18)+# (5° +1) 
pP 2 g I\ 6 5 4 | (13b) 
- 2 29 . . OD). 
" a®(1+94) 
Von allen möglichen 4- Werten wählen wir denjenigen heraus, der P, zu einem Minimum 
. i u dP,(4) ’ 
macht, indem wir P, als Funktion von / auffassen und 11 0 setzen, welche Bedingung 
folgende Bestimmungsgleichung für 4 ergibt 
i 9P; \. 1 
203906 [1+-.3° ai -—==0, 
RR ) 
- Fr 
J 
mit den beiden folgenden Werten für / 
yo® RR yo” u 
er — FPF+9P, 
h, g_ it a A ME 
PORPURE rer g IE in 
35154 r FP+9P;) ah 


Wählt man die erste Wurzel, so erhält man die ausgebogene Form der Speiche im wesent- 
lichen nach einer sinusförmigen Halbwelle, der drei sinusförmige Halbwellen von kleiner 
Amplitude überlagert sind. Umgekehrt ergibt sich für A, die Ausbiegung nach drei sinus- 
förmigen Halbwellen mit einer Überlagerung durch eine sinusförmige Halbwelle von kleiner 
Amplitude. Bei der vorliegenden Aufgabe der Ermittlung der kleinsten Knicklast kommt nur 
die erste Wurzel 4, in Betracht. 

In der folgenden Zusammenstellung ist für verschiedene Werte von 2 =‘ — Fl’|P, das 
Verhältnis P,/P; ausgerechnet, das ein Maß für die Entlastung infolge der Zentrifugalkraft 
angibt. In der Zahlentafel 1 ist ferner die Größe p der Gleichung 


N er 51 18 :3 2 
BR" -+;) 413 ) +2 +) - 727 a 
LE 2 sm) +#l3 ”) "=Bio— Fr... 
g a?r(1+94) I 


enthalten, wo demnach @ den Wert des Bruches angibt. 
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Zahlentafel 1. Werte ?P,/Pr und @ nach Gl. (16) abhängig von x Fl?/Px. 
g 
% 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
P,/P5, 1.0000 0.9435 0,8814 0,8136 0.7405 0.6620 
q 0.2680 0.2823 0.2966 0.3106 0.3244 0.3380 


Trägt man P,/P; als Funktion von x in Bild 3 ein, so ergibt sich die dort dargestellte untere 
Kurve, die im Punkte (0,1) die vorhin ermittelte Gerade zur Tangente hat. Die Herab- 
minderung der Knicklast durch Überlagerung der einen Halbwelle durch drei Halbwellen 
von geringerer Amplitude ist für kleine Werte von z unerheblich, aber für x etwa gleich Eins 
ziemlich bedeutend. 

Statt einer trigonometrischen Funktion kann man auch eine Ausbiegung nach Potenzen 
von x ansetzen, die den Randbedingungen genügt, wie es bei der Funktion 


f 2 dev ö e d’e 
v=(l? — x?) (51° — x’), = 12(31? — x°), 2 — 2°) . . . (14b) 
dr d.’ 
der Fall ist. Dieselbe Rechnung wie oben liefert 
2 EJ 53 yo* EJ v@? 
> ‘ n’ 12 947 > 719! [’712 ). 
Pr, 7 E 306g Fl 2,4706 RE 0,2712 g Er. > RE, 


a? 


Mit P;: wird das Verhältnis 


P, _;rot Pr 
 — 1,0013 — 0,2712’ —, 
Pr 9 Pr 
also nach der Darstellung in Bild 3 wieder eine Gerade, die für =1, P,/P5; =0,730 gegen- 
über P,/P;=0,732 bei der Annahme einer sinusförmigen Halbwelle ergibt. Die beiden Ge- 
raden fallen praktisch zusammen. 
Die Überlagerung der ersten Halbwelle mit drei Halbwellen mit Hilfe des Ansatzes 
v—=c, ?(? — 2) 5° — 2) +,’ — 2’) (IR —52) . .. . 0... (l4eo) 
ergab dagegen höhere Knicklasten als nach der angenommenen Ausbiegung mit Hilfe der 
sinusförmigen Halbwellen, weshalb auf eine Wiedergabe der Ergebnisse verzichtet werden möge. 


4. Knickung der Speiche bei Annahme einer unverschieblichen Nabe 
im Radmittelpunkt. 

Bisher war vorausgesetzt, daß die Speiche nur an ihren beiden Enden festgehalten war. 
Im folgenden soll noch der Fall angenommen ‚werden, daß die Speiche in ihrer Mitte durch 
eine unverschiebliche Nabe festgehalten ist. Statt einer Ausbiegung, die zur Mitte der Speiche 
symmetrisch ist, muß jetzt eine zur Mitte antisymmetrische Ausbiegung vorausgesetzt werden. 
An Stelle einer ungeraden Anzahl muß eine gerade Anzahl von Halbwellen angenommen 
werden (Bild 4). 














10 
036 
092— 
13389 [A 088 
fr 
Bild 4. Rotierende Speiche mit fest 
eehaltener Nabe in Speichenmiitte. 
08 — 
Bild 5 (reehts). Druckkraft P, an der 
Nabe, bezogen auf die Eulersche 
Knicklast P 75, abhängig von der Zen 00 —— 
trifugalkraft " wo? FI1?, bezogen auf 
9 
Py bei Ausknicken nach zwei sinus 0% 
förmigen Halbwellen ohne (a) und 0 
mit Überlagerung dureh vier sinus 
förmige Halbwellen (b). 553 PR 








€ y r. . . . Re Z. angew. Math. Mech. 
230 Gran Olsson, Knickung einer axial gedrückten Speiche Band 24 Nr.5u.6/1944 





Erste Annahme: Ausbiegung nach zwei sinusförmigen Halbwellen 


PR... dr A nz dr > dd 
"= (,sın ’ z. ] COS 1° Er C, R sın ] nr a . (i4+d). 
Die Zusatzarbeit der Axialkräfte beträgt 
l I 
el y  ?:- Y 77° ARE B N |  _ & | r y ee l 1 \] 
A, & RE IPs \ cos“ 7 dc+ 2 F \ 2” 08’ | de] -76 “| Er q F | Gr e]] (lle). 


Für die Formänderungsarbeit der Biegung ergibt sich 


I 
WE n® 
| Eder \ Sin’ ] da F ART (l12e). 
Die Bedingung A, = A, liefert für P, folgenden Ausdruck 


J ” 1 1 \yao? N y 0° 
ru EHE. . . : MB 
rF \6 In?) g g 


Bildet man wieder das Verhältnis 
P 
P;; 4 P; 
und trägt dies über — ©’ FP|P, auf, so ergibt sich die in Bild 5 dargestellte Gerade, die 
r [FE 
einer Ausbiegung nach zwei Halbwellen entspricht. 


Zweite Annahme: Die Ausbiegung möge durch eine Überlagerung von zwei und vier 
Halbwellen entstanden sein, also 








. AX 5 ZnX 
0=t,sıH + c,sın BR Rn EL 1 TE 
I I 
ur a. ‚a. ax 21x 7 
(a) == E le? cos: ] +4tec,c, cos ] COS ] +4c} cos’ 
3 wi et a2. 822 IGesi „2nz 
- - , sin“ 9C.0,1 Ss + Sim" ; 
de: plesin® e,c,sin, sin, +16csin® 7 ) 
1 l 
Mt a. „ax ; 2na | se. { 
Ap=7 P jez \ cos l du ter \ cos? de P,57tG +46) 
I . I j I 
u u 
! l 
nı? y w? \ 2 x 2na 
hg Flala cos’ 7 dxH+ lee, \a C08 77 608 77 da 
u 0 
(i1d) 
f ‚ 
\ 2nz (2) | l l 40 2 a \ 
4 x? cos? ll 24 ? es » BI — ti. 
|“ u Di £ & EA: 4m’ Gag Tal  4n?)] 
0 
l ! 
ER a WE > - sl > | g 
A,=EJ 7 |e \ sin? | de+l6c \ sin’ 7 de]: EJznie+ 160) . . (12d). 





0 0 


A, liefert mit e,/e,=/ für P, folgenden Ausdruck 





Die Bedingung A, = 


u a #8 1 
”. P;(1+164°) g Fl IR +75) / gmT yr we] u. 
ee 1 4 N 7? (ie). 
ERS 4 R i j A 50 dp, (A) i 
Wir fassen P, wieder als Funktion von / auf, bilden 3) = 0 und erhalten folgende 


quadratische Gleichung für 








m 
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3.36. 2 BE 
4“ a 3 b 
Is 2 ER { 
F?° 
4 


mit den beiden folgenden Werten für / 


; Fr? FF+16"?P, 
; 4 , yarz 9 e- 
ih, s A =0,084375 (15a). 
».()* \ yo" 
0,3375 ( — FR +16? P,) —#r 
I 4 


Wählt man hier wieder die erste Wurzel von 4, so erhält man eine Ausbiegung nach zwei 
Halbwellen, denen vier Halbwellen von kleinerer Amplitude überlagert sind. Umgekehrt 
liefert die zweite Wurzel von 4 eine Ausbiegung nach vier Halbwellen mit einer Überlagerung 
durch zwei Halbwellen von kleiner Amplitude. Bei der Ermittlung der kleinsten Knicklast 
ist nur die erste Wurzel 4, von Interesse. 


Zahlentafel 2. 


Werte P,/Pg und g nach Gl. (13e) und (16a). 








% v0 0,2 0,4 0.6 0,8 1.0 
PP 1.0000 0.96 :4 0,9225 0.8833 0.8437 0.8038 
q 0.1920 0.1928 0,1937 0.1945 0,1954 0.1962 
Yy @" 


In der Zahlentafel 2 ist für verschiedene Werte x: ——, FVIP,„ das Verhältnis P,/P; an- 


gegeben und das graphische Bild in Bild 5 aufgetragen. Außerdem ist in der Zahlentafel 2 
die Größe g der Gleichung 


(A | ; 0 Re - u 
u Au 2 Zr ae ui. . 2 ee; vn? 
a ET Fl 6 tr In \3 tn x P,+g? ® FR... (16a) 
4 1+44 4 
enthalten, wo 9 wieder den Wert des Bruches angibt. Wie aus der Darstellung in Bild 5 
hervorgeht, ist die Herabminderung der Knicklast infolge der Überlagerung der beiden Halb- 
wellen durch vier Halbwellen von kleiner Amplitude für alle Werte von #< 1 unbedeutend 
zum Unterschied von dem früher untersuchten Fall mit einer und drei Halbwellen. Dies 
hat einen plausiblen Grund, den man sich wie folgt erklären kann: Ohne Zentrifugalkraft 
stellt die Sinusfunktion mit einer bzw. zwei Halbwellen die exakte Biegelinie der Speiche 
ohne bzw. mit unverschieblicher Nabe dar. Die Zentrifugalkraft macht sich am stärksten im 
mittleren Teil der Speiche bemerkbar, wo bei der Speiche ohne Nabe auch die größte Gefahr 
für ein Ausknicken besteht. Man wird daher eine größere Abweichung von der sinusförmigen 
Halbwelle bei der Speiche ohne Nabe erwarten dürfen. Bei der Speiche mit unverschieb- 
licher Nabe wird die Speiche im Gebiet der größten Zentrifugalkraft sowieso durch die Nabe 
festgehalten, weshalb die Entlastung infolge der Zentrifugalkraft sich nicht so bemerkbar 
machen kann wie bei der Speiche ohne Nabe. Daher stellt die Ausbiegung nach zwei sinus- 
förmigen Halbwellen bereits eine gute Annäherung der wirklichen Biegelinie dar. 


5. Untersuchung des Sonderfalles P, = 0. 


Obwohl für die vorliegende Aufgabe ohne unmittelbare praktische Bedeutung soll noch 
der Sonderfall untersucht werden, daß die Druckkraft P, am Stabende gerade so groß wie 


f u al 22 3 wi SR Wr BB 
die an einer Speichenhälfte angreifende Zentrifugalkraft ist, also P,='‘, . FT’, womit die 
21 
Differentialgleichung (de) lautet 
d? 7 y " I N 
H 2 0 De 
ETF 8) 
mit der Lösung’) 
I £2 £2 
7 & Ic, J, | C 5 \+ c,J ER C > EB}: 


E. Jahnke-F. Emde: Funktionentafeln, ?. Aufl., Leipzig und Berlin 1933, S. ?14. 
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wo J,, und J_,,, Zylinderfunktionen vom Parameter 1/4 bezeichnen und ce Gl. (6) zu ent- 
nehmen ist. Weiter ist 


- 0 15 : |) (10e) 


ds | ’ 2 = 2) 
eine der Krümmung proportionale Größe ®). 


Ohne Nabe sind die Grenzbedingungen: 7’=0 für £=1, 7=0 für £&=0, womit man 


aus Gl.(10b) e,=0 erhält, indem | EI alle) 5) für £&=0 von Null verschieden ist. Als 


Kniekbedineung ergibt sich somit aus Gl. (10e) 


3 4 0. 





Die kleinste Wurzel von J_,,(#) 0 erhält man für x, = 1,062, also für 
1,062? , 
’ . A ‚ EEE F 
Führt man hier den Wert von ce aus (6) und P;= jpg ein, so erhält man 
i 2 Fi? 
“= P; 369. 
Mit Nabe lauten die Grenzbedingungen: 7’=0 für £=0 und ©=1, womit sich 
aus (10ec) e,—=0O ergibt, indem e J_, ‚(le =) für <=0 von Null verschieden ist. Als 


Knickbedingung ergibt sich aus Gl. (10e) für £=1 


Die kleinste Wurzel von J_,,(#“)=0 erhält man für «, — 2,007, oder für 


0 


2 


2,007: , 
Mit P; =»? ? ergibt sich daraus 
7@ pIe 
9 9 „_ a0 
 Akas pP - 7 >= 93.2069 x 
E 


also ungefähr dasselbe Verhältnis zwischen Zentrifugalkraft und Eulerlast, wobei zu beachten 
ist, daß diese bei festgehaltener Nabe viermal so groß ist wie ohne Nabe. 

Schließlich sei noch das Ergebnis für beiderseits eingespannte Speiche ohne Nabe mit- 
geteilt. Die Grenzbedingungen lauten: „=0 für &=0 und Z=1, woraus sich aus Gl. (10b) 
für £=0, e,—=0 ergibt, womit die Kniekbedingung lautet 


Tl A \=0 


mit der kleinsten Wurzel für x 2781 oder für 


n = 2,781°. 
EJ ’ 
Mit P;=r?° j: ergibt sich 
70 pr: 
5 
„= I - = 2,781? — 6,269. 
P; A 


6) Tafeln dieser Funktionen sind von L. Prandtl berechnet, siehe L. Prandtl, Kipp-Erscheinungen, 
Inaugural-Dissertation, München 1899, S. 25. 
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/ 


® y . .n r .. ” .. * Y 0) ® . 4 
Die gesamte an der Speiche angreifende Zentrifugalkraft beträgt - FT’, und diese muß im 
3 ( 


Vergleich zur Eulerschen Knicklast des Stabes etwa zweimal größer gewählt werden, wenn 
die Speiche beiderseits eingespannt, als wenn sie beiderseits gelenkig gelagert ist. Dies 
rührt davon her, daß die Speiche infolge der Wirkung der Zentrifugalkraft in der Nähe der 
Lagerung am meisten durch die Druckkraft belastet ist, also dort, wo die eingespannte Speiche 
durch die Lagerung von vornherein am Ausknicken verhindert ist. Man vergleiche hierzu 
auch die Bemerkungen am Schluß des vorigen Abschnitts. 


6. Schlußbemerkungen. 


Wie am Schluß von Abschnitt 1 angekündigt, soll noch gezeigt werden, daß die in der 
Speiche durch die Vorspannung erzeugte Kraft P’ kleiner als P; ist. Die an den Speichen- 
enden vorhandene Druckkraft ist 


P=P"+P=P"+T-Fr, 
39 
pP =-Pp.-Z pr=B+C- Fr DE 00 2 Se 
39 69 


Im Fall ohne Nabe erhielten wir in erster Näherung 


vo _ 

P,= P; -- 0,2680 —— F®, 
i g 

deren Vergleich mit (17) folgende Beziehung zwischen P,; und P” ergibt 


P"=P,—0,10183?7” Fr, 
g 


also P’"< P;, wenn & von Null verschieden ist, was nachzuweisen war. 


Die zweite Bemerkung bezieht sich auf den Wert 


/ dd) > to»? j° l 4 / 
„="—-FPlPem w; )ı ke a 
-ö 


Bildet man hieraus die Quadratwurzel, also 


ol 1 
x >; 
zı E tv 
PS 


.) 
so erhält man yYx [vom Faktor = abgesehen) gleich dem Quotienten aus der mit dem 
Schlankheitsgrad der Speiche 1/i multiplizierten Umfangsgeschwindigkeit ®! und der Schall- 
geschwindigkeit | des Speichenwerkstoffs, wo o dessen Dichte bezeichnet. Für Stahl wird 
OÖ 
mit y=7,85t/m?, E=2,1- 10°’t/m?, g= 981 m/sek? die Schallgeschwindigkeit 
. E 


= 5120 m/sek. 


0 
Für <=1 ergibt sich 


a 5120 8000 
ol n% l = l 


m/sek . 
i i 
Da die Umfangsgeschwindigkeit im vorliegenden Fall kaum höher als 40 m/sek liegt, genügt 


die in Bild 3 wiedergegebene Darstellung für Schlankheitsverhältnisse bis zu 200, was in den 
meisten Fällen ausreichen dürfte. 546 


Eingegangen am 18.5. 4. 
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Zur Berechnung der Unterschallströmung um ein beliebiges 
dünnes Profil. 


Von W. Hantzsche und H. Wendt in Braunschweig. 


Die Berechnung der zweiten Näherung für die Unterschallströmung um 
dünne Profile nach der Verallgemeinerung der Prandtlschen Regel wurde 
bisher nur für spezielle Profilformen ‘Kreisbogen, Ellipse usw.) durch- 
geführt. Es wird hier die Aufgabe gelöst, in dieser Näherung die Unter- 
schallströmung um ein beliebiges Profil zu bestimmen. Dabei zeigt es sich, 
daß man die Geschwindigkeitsverteilung am Profil berechnen kann, wenn 
für die konforme Abbildung des Außengebietes des Profils auf das eines 
Kreises die Zuordnung ron Profil und Kreispunkten bekannt ist. 


Die Stromfunktion (x, y) einer stationären kompressiblen Potentialströmung in einer 
auf ein kartesisches Koordinatensystem bezogenen x y-Ebene genügt der Differentialgleichung 
P.x(a uw) —2ur ZryrtPrrl@® —-v)=0 . ..:.:.:... MW. 


Die Geschwindigkeitskomponenten « und ® und die Schallgeschwindigkeit a sind dabei be- 


4 , i 0 0 } i i 

kannte Funktionen der Stromdichte P, = — v und Y, uw. o ist die Dichte des Gases. 
Ox Ox 

Mit dem Index & bezeichnen wir den Wert einer Größe im Unendliehen, z. B. 0», 4». 

Wir nehmen das Koordinatensystem so an, daß u» = —- !(U>V0), 7% = ist, setzen also im 


Unendlichen eine Parallelströmung in Richtung der negativen x- Achse voraus. 
Für ein dünnes und wenig angestelltes Profil erhält man nach Prandtl-Busemann 
eine brauchbare Näherung, wenn man (1) durch 
cı) 


Her tt +®% a ee en 


y4 
ersetzt. Diese Linearisierung ergibt sich, wenn man in (1) mit dem Ansatze: 


P(x,y) 
T 


y+yiae,y) 


eingeht und nur die in y linearen Glieder berücksiehtigt. U-Yy(x,»y) ist offenbar die Ab- 
weichung der Stromfunktion von der der ungestörten Parallelströmung — U y. 


Zur Verbesserung der Prandtlschen Näherung wird man in (1) noch die quadratischen 
Glieder von y hinzunehmen. Man bekommt dann als Differentialgleichung für die Strom- 
funktion: 

wer” 
(2) - c2) Pr x xı 
Perl a) y 20 . j 


j y4 N 
y® y® (3). 
, 1,4248 y®(j 8 z ut a 4 y 
(+ 1)a® u’ F%r TG (x ya’ u Yu U 
u | . CD. Re u. u 
Es ist dabei ua, ; ‚= u gesetzt, z— , ist das Verhältnis der spezifischen Wärmen 
“ a” i - >u 


bei konstantem Druck und konstantem Volumen. 
Die Integration von (2) kann bekanntlich mit der Transformation 


cl) 


Frag= BETEN), a yzun 


auf die für die Stromfunktion einer inkompressiblen Strömung gültige Laplacesche Gleichung: 
da) ww da) 

K::+ Kun = 0 a ee ea te 0 DE 
zurückgeführt werden. D. h., verzerrt man das Stromlinienbild einer inkompressiblen Strömung 
um ein Profil in der £7)-Ebene senkrecht zur Anströmgeschwindigkeit affın, so bekommt man 
im Rahmen der Prandtlschen Näherung das Stromlinienbild einer kompressiblen Strömung. 


Die Berechnung von y’(£,»7) nimmt man üblicherweise so vor, daß man das Außen- 
gebiet des verzerrten Profiles in der &<=F-+in-Ebene konform auf das Außere des Kreises 





r=|j/=a einer komplexen 3=tr-+iY-Ebene abbildet. Die Abbildungsfunktion £(3) sei im 
Unendlichen die Identität. Mit dem komplexen Potential 











al 


de 


= (8 
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a” i 
pr . ) - 
Bia=-Ii+t-I+Tin-. . .. 2... . . (5a) 
J a 
der inkompressiblen Strömung um den Kreis r—=a der 3-Ebene, die im Unendlichen die Ge- 
schwindigkeit — 1 hat und deren Zirkulation 27/’ so gewählt ist, daß der Bildpunkt der 


Hinterkante des Profils Staupunkt wird, nimmt die mittels der Transformation £(3) in den 
Variablen r und 9 ausgedrückte Funktion 7’ (£,17)= K (r,y) dann offenbar die Gestalt: 

KDD HR . . 5% a. W327 SO 
an. Das Zeichen m soll dabei bedeuten, daß von der FE BER CR ER lexen Größe 
der Imaginärteil zu nehmen ist. (Re bedeutet entsprechend den Realteil.) 

Die Integration von (3) ist naturgemäß erheblich schwieriger, da diese Gleichung nicht 
mehr linear in 7 ist. Wenn wir uns aber auf den ersten Iterationsschritt beschränken 
und in den Gliedern auf der rechten Seite von (3) an Stelle von 7" die Prandtlsche 
Näherung 7’ (x, 1) einsetzen: 


2 en . a Aa 
Pla) P,,=2a e 
| pi | Re 
(“+l)a? uw vw. (1 j = (x N)a® u . + 7 ), 


so bekommt man eine lineare Gleichung, die unter Berücksichtigung von (2) auch so «e- 
schrieben werden kann: 


y‘ ie,‘ 1) 


xy 


y 

ww» 2) ET 292 Es 3 a, y“ f Y 

HrP,„=2a UV 2awW+(2— 1a a) Pr + 5 
Das ist aber gerade die Differentialgleichung, die wir unseren früheren Betrachtungen zu- 
grunde gelegt haben‘). Für den Fall, daß sich die Stromfunktion Y nach einem Parameter / 
entwickeln läßt, war (6) die exakte Diffe rentialgleichung für die bis zum quadratischen Glied 
in A genaue Stromfunktion. Die Lösung der Gl. (6) läßt sich allgemein explizit angeben. 


Geht man zunächst wieder in die £n-Ebene über, so erhalten wir mit W2 (ge, y) 


„ID (E 5 
uxT (5, N): 


(6). 


(vd (1) ca) 


z& 4 = = == (2a’ u" +(# — 1a’ u*) JE: | 1+ - 1 


Setzen wir weiter entsprechend #* (£,7)= K“ (1,4), so hat die allgemeine Lösung von (6) 
die Gestalt ?): 


KP(,y)= Kr (1,9) + Vmnla Ed +R GI +T.IGBE®+FRN. .. 9 

mit 
ia Pr} dz ER a au + 1) n a u"(+1) Ta) 
rw „tr 2 S EA FE 16 RE 


Ein Querstrich gibt den Übergang zur konjugiert komplexen Größe an. Die Funktion F (3) 
ist zunächst willkürlich und wird erst durch die Randbedingungen festgelegt. Diese sind für 
K‘” (x,y) dieselben wie für die oben konstruierte Funktion K“” (x, y): 


a) KO (r,») const auf dem Kreise r = a 
0 KW (r,Y) 0 OK (rt, y) U fü j-12 | 

) — ür 3 

Or RRı) Re ee 
OK tr, )_o OKW(r,y) _ im Bildpunkt der Hinter- 

c dr Er Oy Fe kante des Profils 


Die Bestimmung der Funktion F(3) haben wir bisher nur in einigen integrablen Fällen 
durchgeführt, die speziellen Profilformen (Kreisbogenprofil, Ellipse usw.) entsprachen. Wir 
wollen uns hier die Aufgabe stellen, für ein beliebiges Profil mit scharfer Hinterkante (der 
Hinterkantenwinkel kann von Null verschieden sein) F(3) zu konstruieren. Dabei wird sich 
zeigen, daß man mit der Kenntnis der Zuordnung von Profil- und Kreispunkten bei der kon- 
formen Abbildung der Außengebiete auskommt, um die kompressible Geschwindigkeitsverteilung 
am Profil in unserer Näherung zu ermitteln. D. h., es genügt dazu die Funktion £ (5) für 
die Werte auf dem Kreise r=a zu kennen. Damit sind natürlich auch die Ableitungen 

1), W. Hantzsche u. H. Wendt: Der Kompressibilitätseinfluß für dünne wenig gekrümmte Profile bei Unter- 
sehallgesehwindigkeit, Z. angew. Math. Mech. Bd. 22 (1942), S. 72: W. Hantzsche: Die Prandtl-Glauertsche 
Näherung als Grundlage für ein Iterationsverfahren zur Bereehnung kompressibler Unterschallströmungen, Z. angew. 
Math. Mech. Bd. 23 (1943), S. 185. 

2, Vgl. S. 77 der ersten unter !) zitierten Arbeit. 
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j2' ds usw. für r=a bekannt. In unseren Formeln wird neben £ die erste und zweite 
ad; dd; 


Ableitung am Kreise r =a auftreten. Für den Fall der inkompressiblen Strömung um ein 
beliebiges Profil ist die Geschwindigkeitsverteilung bekanntlich auch durch die Werte der 
Abbildungsfunktion für r=a gegeben. Man braucht dabei aber nur den ersten Differential- 
quotienten nach 3. Für die zweite Näherung des Janzen-Rayleighschen Verfahrens hat 
Krahn?) gezeigt, daß die Werte der Abbildungsfunktion am Profil hinreichen, um die Ge- 
schwindigkeitsverteilung zu ermitteln. Dabei benötigt er wie wir die erste und zweite Ab- 
leitung von { nach 3). 

Für unsere folgenden Betrachtungen stellen wir einige Eigenschaften der Abbildungs- 
funktion £ (3), die den Übergang vom Außengebiet des verzerrten Profils der &n7-Ebene in das 
des Kreises r=.a der 3-Ebene vermittelt, zusammen. Wir betrachten nur Profile, die diesen 
(praktisch erfüllten) Anforderungen genügen. 


I. Abgesehen von 3=x und dem Bildpunkt 3=gq der Hinterkante {(g) des Profils 
g 5 ) 
OR a ’ e . er a ih a 
ist £(3) für ra analytisch in 3. Die Ableitung da wird (wegen der Konformität 
( 


der Abbildung) für r=a nur im Punkte 3=qg Null. 
ll. Im Unendlichen sei £ (3) die Identität. 
Ill. Für die Hinterkante 3=gq gelte das vom Kärmän-Trefftz-Profil her bekannte 


Verhalten: 

-I()=-ß-V"le. +,.ß-V)+--) - - -» :» 22.0. 
Dabei ist sr der Winkel, den die Tangenten des Profils an der Hinterkante mit- 
einander bilden. Beim Joukowski-Profil ist s=0. e,, e,,... sind (im allgemeinen 


2—-$ 


komplexe) Konstanten, (3 — q) ist an sich vieldeutig. Da wir die Abbildung 
aber nur für ra verwenden, umlaufen wir nie den Punkt 3=q, bleiben also 
in einem Zweige der Funktion (3 — q)?"®. 

Wir schreiben nun zunächst (7) in der Gestalt: 





WR ge R x 
TK”"&W)=7 Kr’, + mitm, [ld —- Ska) IP (a) — Pia)) | 
+ Bl) - Ba) Pal +. lKCid)  ZaFid) — A lkd)+ la}. 


1 
R K(r,y) +JjmiH (3 5)+ @(3)} 


(10). 


Diese Darstellung unterscheidet sich von (7) darin, daß wir von der noch zu bestimmenden 
Funktion F(3) eine bekannte abgespaltet haben. Der verbleibende Rest ist mit @ (3) be- 
zeichnet und muß nun aus den Randbedingungen ermittelt werden. 

Dazu benötigen wir die folgenden Eigenschaften der Funktion 


Ha) =, [Ed - EC) BE) - BO) HB) - Th) PW)] 
+2,( (ld) - SP) - Pi), 


- 


die sich leicht mit den Forderungen I bis III für £(3) und den Ausdrücken (5a) und (7a) 
nachweisen lassen: 


A) H (3,3) ist abgesehen von 3=q und 3=» eine für r=a (eindeutige) analytische 
Funktion in 3 und 3. (H(3,5) ist für r>a eindeutig, weil die in ®() - Wi) 


\ i j r? 
auftretenden Logarithimen sich zu In 2 — is pr zusammenfassen lassen!) 
\ oH oH 
B) Für 3=» gilt: —- = -==0. 
Be a 


3) E. Krahn: Berechnung der zweiten Näherung der kompressiblen Strömung um ein Profil nach Janzen- 
Rayleigh, Luftf.-Forschg. Bd. 20 (1943), S.147; E. Krahn: Die Janzen-Rayleighsche zweite Näherung der kom 
pressiblen Strömung um ein beliebiges Profil, Z. angew. Math. Mech. Bd. 23 (1943), S. 33. 


%, Das Ergebnis von Krahu sieht man leicht aus der von Imai und Aihari herrührenden komplexen Inte 
gration der Rayleighschen Näherung. Schreibt man das Potential &® in der Form 


DB fun, FjiRd daW2d3z dW?d3 ' \ 
u a kerair rarT: (a,) 0:8 a) 09 FW), 


Ret®lkd)+a(h,D+HFG))}, 


so sieht man sofort, daß Ah(3,3) für |3/ =“ eindeutig ist und auch die erforderliehen Eigenschaften im Unendlichen 
hat. Die Werte [h(3, d]r — a legen Re F (3) fest und damit hängen in der Tat ®: und &, längs der Kontur gerade von 
den im Text genannten Größen ab. Schreibt man die oben angegebene Lösung reell, so erhält man die Krahnsche. 








2.8 
Bar 


zu 
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C) Für 3=g gilt: 
oH 8 H 


A) 
03 05 


und, wenn s==0, auch 
oHd; OH dz3 
= 3 dc N) 3 d£ 


D) Die Funktion Jm[H (3, 3)]--a = H (g) ist abgesehen vom Bild der Hinterkante 
y=wy(gq=aei”Y) analytisch in 9. Dort ist H(y) einmal stetig differentiierbar 
und es gilt für H4’(g) bei hinreichend kleinem |9 — y| die Ungleichung 

H’()- H’(w)i<Cie . . ) (1) 
oder auch, da AH’ (w) =0 

H' (o)i< Cle 
Dabei ist € eine passend gewählte Konstante und e=aeit — aei”., 


Zusatz: Für s=0 ist H(3,3) auch für 3=q in 3 und 3 analytisch und folglich 
Ho) für alle Werte von @ eine analytische Funktion in @. 


n 


Wir wollen nun zur Berechnung der Funktion @(3) übergehen. Dazu denken wir uns 
zunächst die Funktion ?(r,y) konstruiert, die für r >a überall regulär ist, der Gleichung 
%t 0° 
9 "od 
von ?(x,y) auf dem Kreise r=a ist für die Fälle s=0 und s=+0 verschieden. Für s=0 
ist H(y) eine überall analytische Funktion von , und damit ist auch t(r,Y) für alle Punkte 
auf dem Kreise r=a analytisch in x und 9°). Für s==0 wird f(x,b) auf r=a bis auf den 
Punkt 3=g analytisch in x und 9. Für 3=q nehmen wegen (11) die partiellen Differential- 
quotienten #,(x,9) und fy(x,Y) eindeutige endliche Werte an und genügen in einer hinreichend 
kleinen Umgebung von 3=qg den Ungleichungen 


=0) genügt und auf dem Kreise r=a die Werte H(y) annimmt°). Das Verhalten 


4a, — [ha Wh ne < Cl etäle” 

y— ma (s == 0) (12) 
hir, v9) - Ihr, Wh nen  < Celä)lel # Bea 

v ma 


Dabei ist Yr?’+Yy’=a und e=r-+iy—g. / kann jede beliebige Konstante zwischen O und I 
sein O<A<1) e(A) ist eine geeignete Funktion von 4. 

Die Funktion f(r,y) läßt sich in ihrem Regularitätsbereich nun als Imaginärteil einer 
analytischen Funktion g(3) von 3 auffassen. Diese komplexe Funktion g(3) ist demnach im 
Falle s—0 für r>a analytisch in 3. Im Falle s== 0 wird sie es dagegen nur bis auf den 
Punkt 3=q sein. Bei Annäherung an den Punkt 3=q hat ER einen endlichen Wert und 


nach (12) gilt in einer hinreichend kleinen Umgebung von 3=q offenbar die Ungleichung: 


1 (d ; 
“9 -[- 7) 2Cc(i)lel*: ‘u q, sie, Beict =. (13). 


dz dz 
Wir behaupten nun: Bei passend gewählter reeller Konstanten A, ist die Funktion @ (3) 
von (10) durch den Ausdruck 


a 


G(a)= 9(3)+ A,iln 3 Ein 5 PEN ed SIE LE 


gegeben. Die Randbedingung (a) von (8) für K“’ (rx,y) ist dann offenbar erfüllt. K“’ (x, y) ist 
für r=a konstant. Ym[H (3,3) —g(z)] wird nach Konstruktion Null. Das letzte Glied 


e 3 r oe ; ” 
m 4A,iln = A,In - der rechten Seite von (10) verschwindet für r=a aber auch. 
(2) 
Um die Randbedingungen b) und ce) zu übersehen, wollen wir zunächst einmal Tr 
c » 
N K‘“? 
( ö 
und anschreiben: ' 
DB) 


5) Für die eindeutige Existenz einer solehen Funktion f(r,Y) ist hinreichend, daß A (g) eine stetige Funktion in 
yist. Über die Aussagen für das Verhalten von ?(x,b) bzw. seiner partiellen Ableitungen am Kreise r —=a sei auf die 
Eneyklopädie der Mathematischen Wissenschaften 11,2, S. 58 bis 59 und II,3,1, S. 243, verwiesen. 

6) Das soll heißen: t(x,») läßt sich dort in den Kreis r=a hinein analytisch fortsetzen, 
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IE? . 1. IE” Ö R 
e Me # 3 5 x 
TU 3: Da ym 51H 8,5) (3)) 
Id K“ “ (0 H oH d @\ Io K® ri . a | (15a), 
— ++ =— n E(3,3 
U or From; 05 I U 9 N) 3,5 
IOK® Io K“ ER (0 H $ oH ” d@G .\ 
- - + Yın i —4 i 
U oy U) v3 03 "du 
al 
x” ‚SH oH d@\ a ee vaBı, 
- +Re 1, + = — + Re E(3, 3) 
U% \03 03 di) U 9% 
. öH 28H , dG a s or“ 
wobei E(3,3)= 73 er gesetzt ist. Im Unendlichen wird nach ($b): ——_ =d, 
03 05 da or 
DS , ’ oH oH , =; iu 
U und nach (B) ist weiter = —=0. Da (wegen der Regularität von (3) für 
RR) 03 05 


d@G i £ } ea } { ' 
3=%) auch dort verschwindet, haben wir also in der Tat, wie die Randbedingung (8b) 


verlangt: 


oK“ 0 Er v kt 
; — Ür 30. 
OL OyY 3 
. ® z , 6 EG K‘ ( oH 
Für den Staupunkt 3 q wissen wir nach (Se): - VO und nach (C) 1. —-—=®. 
Or oy 03 05 


u ; a 0 _ 
Für die Erfüllung der Randbedingung (c) ist also das Verschwinden von F für 3=g not- 
. er ( 


( 


wendig und hinreichend: 


d@ de A,i 
.) Er er, ra. u iR 
dz i=qg \d z == 4 q 
(16) ist offenbar eine Bestimmungsgleichung des bisher noch offen gelassenen A,. Man über- 
a d rc 
zeugt sich leicht, daß A, reell wird. Nach (D) ist [ 4’ („)] a= =®, d.h. Pe [ng (al, ei N 
7 / ı 
oder wegen: 
Ö dyod3 dy 
II 1, 3° 
j 7 1509 a3 
gilt 
dy | 
ym IS" gi 0. 
v [da q ;‘ q 


Aus (16) folgt damit aber durch Multiplikation mit qi und Übergang zum Imaginärteil: 


Sm A,=0. 


Wir wollen nun noch einen Augenblick bei der Randbedingung (c) verweilen und ein- 
ei r (2) DD. . N e 
mal die Stromdichten /_ und Y, in der z9y-Ebene an der Hinterkante berechnen. Wegen 


Ö we d au Ö In öy” hi) ya Rh) IK | 4° d vo 
BI, i = iK®r no - Bez 9L 
0x T0E 07] DE? 0 0E Wb=5c 07 d . (2, =30 
Na () 

. . . “ .. v gp ( 
benötigt man dazu neben den aus der inkompressiblen Strömung bekannten Größen 2 und 
N) > al u. 
er die Differentialquotienten: 

/ 
d 
" eu 
D: „; dm [IH (3, 5) + @(a)] 
und 
On > 
D, 3, [H (3,3) + @(3)]. 
1 


Nun kann man offenbar schreiben 


oHd3 oHd; d@Gd;3] | d3 
)E = Y : 1 =. I— rt 4 3 
D: 3m act a; dö da d£ UULZEEFE 
a. Hd3 oHd; dG BE u da] 
Dom Re ac d5dct azacl re [Ed 
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Wir haben oben gesehen, daß E (3,5) für 3=q verschwindet. Hat man s—=0, also an der 
. 5 ; ’ d 

Hinterkante die dem Joukowski- Profil entsprechende Singularität, so hat n für 3=q einen 
d£ 

Pol erster Ordnung und E(3,35) ist analytisch in 3 und 3. D: und D, bleiben also endlich. 

oH\d ö 


i 5 . oH 
Ist s verschieden von 0, so wird wegen (C) 2. für 3=q der Ausdruck | y or) % 
ur, 05 /uL 


; . e d@ d ö 
Null und wir brauchen deshalb nur noch das Verhalten des Produktes von 13 und ni für 
( dd 


3=q zu untersuchen. 


e ; z i a d@ dG dı de 
Nach (14) unterscheiden sich die Differenzen [ und 47 | £) um 
d3 da i—=q da da 3 
. i ‚ r R d@G 
weniger als Ae| (A eine positive Konstante). Wegen (as) 0 (vgl. (16)) erhält man 
0/5 q 
demnach: 
d@G I : 
<2Cc(A)le®+Ale << A<mD. 
da 
4, ” a > 
Da nach III de 'hde) ist, wo h(e) für e=0 eine reguläre Funktion in « ist, geht 
d@d3 s 


d3 di für 3=gq nach O|man wähle nur etwa /=1 5)- 
Wir bekommen also im Rahmen unserer Näherung für die kompressible Strömung wieder 
das vom inkompressiblen Fall her bekannte Ergebnis. Für s==0, also von Null verschiedenem 
Winkel an der Hinterkante, ist dort ein Staupunkt; für s=0 sieht man dagegen allgemein 
nur, daß die Geschwindigkeit endlich bleibt. 
Wir wollen uns noch überlegen, welche Größen in die Geschwindigkeit am Profil ein- 
d we A) wa 
gehen. Diese ist offenbar berechenbar, wenn man die Komponenten ir und 7 der 


Stromdichte kennt. Es gilt nun nach obigem: 


ay® [dy ! | er (| AaWß ui | da 
dx 2 DE = = 11 sm |? da if E(3 ur de’ 
oyv [ DIL 2 | da 
rede 
wobei wieder PAR 
E n oH 8 H d@G 
De u ee vage 


bedeutet. Wir behaupten: Mit der Kenntnis der punktweisen Zuordnung des Kreises r = a 
der 3-Ebene und des Profils der [-Ebene, also der Werte der Funktion £(6) für r=a, ist 


2) 


v 2 


' 


(d - . j 
und 7, als Funktion von 3=ae'" berechenbar. 
Da mit den Werten einer analytischen Funktion (2(3) von 3 längs des Kreises r=a 
2 ; da ä 1 En 
auch die Werte der Ableitung ' längs r=a gegeben sind, sind mit (3) unter Berück- 
( 
sichtigung von (5a) und (7a) sowohl die Funktion \m[AH (3, 3)]r-„ = H(Y) als auch die partiellen 
oH oH a Ei ’ ; 
Ableitungen __ und \z am Kreise r—a bekannt. Die Funktion H (g) legt nun weiter die 
c 03 - 

z ; ’ \ ER d@ g j { 
Funktion 9 (3) und nach (16) A, fest, also auch @ (3) und + Für r=a kennen wir somit 
die Werte von E(3,3) und damit in der Tat auch die der Komponenten der Stromdichte 
) pe Ri) we 

und 

or 0p7, 

Die Ermittlung von 9(3) aus H(y) wird man praktisch in bekannter Weise mit der 
Fourier-Entwicklung von H(g) vornehmen. Sei: 


H (%) = a„cosnp +b„sinng, 
n 0 
so hat die Funktion 
\ = 3 a J a\n 
a hr ra a +54 
9( Z\ (3 3) 
offenbar die Eigenschaft, daß mg (3) für r=a der Ausdruck H (9) wird. 545 


Eingegangen am 10.5. 44. 
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Das physikalische Pendel im radialsymmetrischen 
Schwerefeld der Erde. 


Von Hans Hoch in Göttingen. 


Ein physikalisches Pendel sei um eine horizontale Achse drehbar aufgehängt. 
Es soll untersucht werden, welchen Einfluß die Änderung der Schwere mit 
der Höhe und die Abweichungen vom parallelen Schwerefeld auf die 
Schwingungsdauer haben. 


Nach Bild 1 legen wir zu diesem Zweck ein raumfestes rechtwinkliges Koordinaten- 
system so, daß die z-Achse mit der Drehachse zusammenfällt, die x-Achse in der Horizon- 
talen liegt. 


Ist jetzt g der Betrag der Erdbeschleunigung im Koordinatenursprung, dann wird der 
Betrag der Erdbeschleunigung im Punkte (x, 9, 2) bei Vernachlässigung quadratisch kleiner 
Glieder 

“) 


1 9 (x, y, 2) li =) Be 2 Ce 


i 


wobei R der Abstand der Drehachse 2 vom Erdmittelpunkt ist. 
Die auf die Masse dm im Punkte (.r, y,2) wirkende Schwer- 
kraft hat den Betrag 


et 


dP= g|ı “. 


d P schließt mit der y-Achse den Winkel e ein. Die Komponenten 
der Schwerkraft in Richtung der Achsen sind dann: 











/ 2y . 
dP,=—yg (1 - )a m sin: 
Ri 
(3). 
ET 2y 
u dP,= g (1 BF Ja m cos eE | 
Da x, y<R, gilt: 
x 
mr=Z, ol, 
Um die z-Achse ergibt sich dann das Moment des Massenpunktes zu: 
dıM. a a er 
oder eingesetzt: 
2y Yy 
dM,= ge-{1 5) (1 z)ım. 
Bei Vernachlässigung quadratisch kleiner Glieder erhält man: 
3Y 4 
dM,= g-|i p|rdm. PET OECE 2 en 
Summiert über alle Massenpunkte, erhält man: 
M, g \ mx a \ mr y\ ee EEE. : 
| — ki a 2 | 





9:Zmx ist das Schweremoment, das man unter der Voraussetzung eines konstanten 
Schwerefeldes erhält. Sm.xy ist das Deviationsmoment, das hier als Korrekturglied zu 
2x m hinzutritt. 


Man betrachte jetzt ein körperfestes Koordinatensystem x, y, 2, wobei die 2- Achse mit 
der z-Achse zusammenfällt und x, y so liegen, daß die Trägheitsmomente des Pendelkörpers 
um die x-Achse (©) und um die y-Ache (©,) Extremwerte sind. Die «-Achse schließt mit 
der x-Achse den Winkel a ein. Dann gelten die Transformationsformeln: 











3 
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2=2c0sa— ysina 
} N (7). 
y=xsınaTrycosa) 
Setzt man in Gl. (6) diese Ausdrücke für x, y ein, so wird 
v 
M q \ m (X Cosa Y sin a) | 
(8 
3 ” 
ö \ m(TCcos a ysına)-(zsınar Mcosa) | 
R | 


Da die % und ©, Extremwerte sein sollen, verschwindet in Gl. (8) das Glied mit 
Smzxy, und es bleibt: 
i 3 sın?a u 


M. g\ m (x cos a — ysin a) R = (m a? 
ı 


m y°) (9) 
Dt — j 


Der Schwerpunkt habe im x, y-System die Koordinaten #,, %,, d. h. es ist 
Zmci=mz, Smy=mm: 

Ferner setze man Im y’= Y7, (planares Trägheitsmoment, bezogen auf die x2-Ebene) und 

Smx’—= Vz (planares Trägheitsmoment, bezogen auf die y2-Ebene) dann erhält man für Gl. (9): 


3g sın2a 


M, mg (x, cos a — 9, Sina) + } (75 y-). ’ = 


> . 
1 2 


Für die Gleichgewichtslage muß M.=0 sein. Daraus läßt sich der Winkel «, der 


Gleichgewichtslage bestimmen. 
Bestimmung der Gleichgewichtslage näher eingegangen wird, sei die 


Bevor auf die 
die Gleichgewichtslage bestimmt. Dazu wird die Gl. (10) partiell nach a 


Schwingungszeit um 
differenziert. 
JM 3 
0 M; =, a 234g 
ad - . . . N . > +) 17 IV 
.. mga,sinatmgy,cosat 7 cos2a V- Pr): - = 


Setzt man in dieser Gleichung für « den Wert «a, ein, so hat man das Moment für kleine 


Auslenkungswinkel da. 


| 2 39 
dM,=+ | m (x, Sina, + 9, cos a,) + R cos 2a, (1; — Pr) /da. 


Als Schwingungsdauer ergibt sich dann: 


9; 
I = Ei na r > ( ] ( 12) 
-\m 9 (x, sin a, + 9, cos a,) 4 Rn cos 2a, (Pr — 75) 
I n i | 
Nun werde die Gleichgewichtslage diskutiert. Aus dem Vorzeichen des Nenners des 


Radikanten der Gl. (12) ergibt sich dann die Stabilität. 


1. Zunächst sei der Fall betrachtet, daß Y;= Y, ist, dann ist auch = 9, und die 
Trägheitsellipse in der &y-Ebene ein Kreis. Danach können wir die Hauptachsen in dieser 
Ebene so legen, daß entweder &, oder y, verschwindet. Man betrachte den Fall, daß x, == ist. 
Dann ergeben sich aus Gl. (10) für «, die beiden Gleichgewichtswerte: 


Anı 0 Ana IT. 


Aus GI. (12) folgt dann für a„,=7 
9. 
1=22% => 

m GUY 
Für a,, wird der Radikant negativ und die Gleichgewichtslage demnach labil. Für = 5 
kann man also so rechnen wie beim konstanten Schwerefeld. 

2. Jetzt sei der Fall betrachtet, daß 7x Y, und der Schwerpunkt auf der z-Achse 
liegt @,=%=0). Dann ergeben sich aus Gl. (10) vier Gleichgewichtslagen 








XUM - 
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w 


Ayı =U Ooga = 
37 
Ooz ” T Aoa > 
Es sei nun 7% > Y;. Dann sind für «a,, und a,, die Gleichgewichtslagen labil. Für «a,, und «a,, 
sind sie stabil und es ergibt sich die Schwingungsdauer 


9. 
3 


N \ 
2 (7, Y) f 


Man sieht daraus: Hängt man einen Körper um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse 
auf, so ergeben sich 4 Gleichgewichtslagen, von denen 2 stabil und 2 labil sind. 


3. Es sei wieder 7; > Vz. Ferner sei z,=0, 9==0 (oder umgekehrt). Das bedeutet, 


daß der Schwerpunkt auf einer Hauptträgheitsachse in der »=9-Ebene liegen soll. Dann 
erhält man für 9, >0 nach Gl. (10) die Gleichgewichtslagen 
ea, =u, Aa =N, 
& %Rm En 
Agz > art cos 3( p p) . Aynz- A Uozs 
A,, und a,, können nur existieren, wenn 
Br» a N el a u 


3 (Pe — %7) 


ist. Existieren alle 4 Gleichgewichtslagen, so ergibt sich aus Gl. (12) und (13), daß «a,, und a,, 
labilen Gleichgewichtslagen entsprechen, «,, und a,, dagegen stabilen. Existieren nur «,, und 3, 
so entspricht «,, einer stabilen Gleichgewichtslage und a,, einer labilen. Für Y, > Vz ergeben 
sich in diesem Fall die Gleichgewichtslagen 


= 0, App =T, 
9 Rm R 

Ag; = Arc COS ZW. ıp_)' GT 2an—: 
E ’ e 


Existieren davon alle vier Gleichgewichtslagen, so sind a,, und a,, stabile Gleichgewichtslagen 
und a, und a,, labile. Existieren aber nur zwei, so ist a,, die stabile und a,, die labile 
Gleichgewichtslage. 

Im allgemeinen Fall, wo x, und „, von Null verschieden sind, kann man aus Gl. (10) 
die Gleichgewichtslagen bei vorliegenden Werten von &, und %, bestimmen. Auch hier er- 
geben sich höchstens 4 Lösungen von a, von denen zwei stabil sein müssen. Existieren nur 
2 Lösungen, so ist die eine davon stabil, die andere labil. 

Um die Größenordnung von T abzuschätzen, gehen wir wieder auf den einfachen Fall 
zurück, daß der Schwerpunkt des Pendels auf der Drehachse liegt. Dann ist 


i z 
r=2a| ä we TR En: 3. 5» 
gt; V 
und 
[2 k > 
T: nn £ R für v, > Y, A . - . . . . (14b). 
3 qı\ VW, - Y-) 
Es ist aber 9, = Yz; + 75, so daß man erhält: 
7-2) 2 42+ 9 (15a) 
_. B\ q ( Y. 3 ı ’,) . . . . . . . . . . . . c 
bzw. 
DW ı WW. 
r=2a] ee Me I 2 rn 7 ES 
g\t53 —- I 
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Für den Sonderfall, daß der Pendelkörper in der «-Richtung keine Ausdehnung hat, ergibt dies: 


> 
T=3% = ea A .. (16). 

39 
Solange die Pendellänge klein gegen den Erdradius bleibt, so daß die von uns gemachten 
Vernachlässigungen zulässig sind, ist also die Schwingungsdauer des Stabpendels, das im 
Schwerpunkt gelagert ist, unabhängig von der Pendellänge. Aus der Form der Gl. (15) sieht 
man ferner, daß allgemein die Schwingungsdauer eines Pendels, dessen Schwerpunkt auf der 


Drehachse liert. unabhäneie ist von der Größe und nur abhängige von der Form, da in die 
7 


We . 
Formel für die Schwingungsdauer nur das Verhältnis pw eingeht. 

Für das eindimensionale Problem (Stabpendel) hat E. Schmid') eine ähnliche Rechnung 
durchgeführt. Er kommt dabei zu dem Schluß, daß ein nach dem Schulerschen Prinzip 
im Schwerefeld der Erde beschleunigungsfrei aufgehängtes Pendel eine Schwingungsdauer 
von 42,2 min und nicht 84 min ergeben würde. Diese Arbeit zeigt aber, daß dies, wie 
Schmid vorausgesetzt hat, nur für das Stabpendel zutrifft. Im räumlichen Fall dagegen 
ergeben sich andere Werte. 584 

1) Erich Schmid: Das beschleunigungsunabhängige Pendel von einem Freiheitsgrad auf einer Kreisbahn 
Luftf.-Forschg. Bd. 17 (1940), S. 32 ff. 


Eingegangen 2. 9. 1044. 


Lösungen der klassischen Wellengleichung 
für bewegte Quellen. 
Von H. @. Küssner in Göttingen. 


Die Methoden und Ergebnisse der Elektrodynamik werden für die Lösung 
der akustischen Wellengleichung nutzbar gemacht. Es werden Lösungen 
für geradlinig, kreislinig und schraubenlinig bewegte Quellen berechnet, die 
als Kernfunktionen in den Integralgleichungen der Tragflächentheorie und 
der Propellertheorie erscheinen. Auch die Entstehung des Propellerschalles 
hängt von diesen Lösungen ab und wird näherungsweise behandelt. 


I. Die physikalische Bedeutung der Wellengleichung. 


In mehreren Gebieten der Physik untersucht man die Ausbreitung sehr kleiner Stö- 
rungen in einem im Unendlichen ruhenden, homogenen, reibungsfreien Medium. Für die maß- 
gebende Ausbreitungsgröße, das Potential P, gilt in allen Fällen die klassische Wellengleichung 
von d’Alembert 
FD do %°D ©» 
dr da? R) y Vz? 


» "SER RE I ERNEUERT pe gen 
Darin sind #, x, y, z die Zeit- und Raumkoordinaten in dem im Unendlichen ruhenden Medium. 
ce ist eine reine Materialkonstante des Mediums von der Dimension einer Geschwindigkeit. 
s=s(t,x,y,2) ist die die Störung erregende (uellverteilung. Im quellfreien Gebiet, dem 
Außenraum, ist s—(0. 

In der Mechanik der homogenen Kontinua ist s und damit ® ein Skalar, meistens das 
Geschwindigkeitspotential. In der Elektrodynamik ist dagegen s=s; der Viererstrom, welcher 
aus einer skalaren Komponente s,—=o, der Elektrizitätsdichte, und drei vektoriellen Kompo- 
nenten s,—=ou/ce, s,=or/ec, ss, —ow/[e besteht; u, v, w sind die Geschwindigkeitskomponenten. 
Dementsprechend besteht auch das elektrodynamische Viererpotential P,; aus einer skalaren 
und drei vektoriellen Komponenten. 


II. Invariante Transformationen der Wellengleichung:. 


Die fundamentale Eigenschaft der Wellengleichung (1), die erst spät entdeckt')?) und 
gewürdigt worden ist, ist ihre Invarianz unter der Transformationsgruppe der konformen Ab- 


1, E. Cunningham: Proe. London Math. Soe. Bd. 8 (1910), S. 77 bis 98. 
2, H. Bateman: ebenda S. 223 bis 264, S. 469 bis 488. 
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bildungen des R,, wobei ct als vierte Koordinate gilt. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, 
wenn wir einzelne Glieder der Wellengleichung streichen. Beschränken wir uns auf ebene 
Strömung inkompressibler Flüssigkeit (=x), so erhalten wir eine Gleichung, deren Invarianz 
unter der Transformationsgruppe der konformen Abbildungen in großem Umfange zur Kon- 
struktion von Lösungen ausgenutzt wird, weil man in der komplexen Zahlenebene ein be- 
quemes analytisches Hilfsmittel der konformen Abbildung hat. Ähnliches ist bei der Wellen- 
gleichung (1) denkbar unter Benutzung einer quaternionalen Funktionentheorie, die allerdings 
noch wenig entwickelt ist. 

Es gibt jedoch drei Ähnlichkeitstransformationen des R,, die so einfach sind, daß sie 
ohne derartige funktionentheoretische Hilfsmittel durchführbar sind; diese sind: 

a) die Verschiebung des Nullpunktes des Koordinatensystems, 

b) die Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt, 

c) die gleichmäßige Streckung aller vier Koordinaten. 
Diese Transformationen der Wellengleichung sind zuerst von H. A. Lorentz und H. Poin- 
»are°’) untersucht worden. Poincare gebrauchte für die Transformationen b) und e) zu- 
sammen die Bezeichnung „Lorentz-Transformation“. Gegenwärtig pflegt man damit nur 
die Transformation b) zu bezeichnen. 

Die physikalische Bedeutung der Transformation b) beruht darauf, daß einer beliebigen 
Drehung des Viererkoordinatensystems eine Translation der Quellverteilung mit konstanter 
Geschwindigkeit entspricht. Kennen wir eine Lösung der Wellengleichung für eine ruhende 
Quellverteilung, deren Ergiebigkeit sich beliebig mit der Zeit ändern kann, so gewinnen wir 
mit der Drehtransformation b), der Lorentz- Transformation im engeren Sinne, daraus sofort 
eine Lösung für die gleiche, geradlinig-gleichförmig bewegte Quellverteilung. Es ist dann aller- 
dings noch zu prüfen, ob sie die Randbedingungen befriedigt. 

Eine besondere Betrachtung erfordert der Zeitmaßstab bei dieser Transformation. 
Es bezeichne « den Betrag der Translationsgeschwindigkeit, und es sei 

%= 1 wm. 

r? 

Dann ist die transformierte Zeit bei der Transformation b) 

N. BE‘ 

H 
Da die Zeit in der klassischen Mechanik meistens als Entwicklungsparameter dient, ist ein 
invarianter Zeitmaßstab erwünscht. Man kann ihn auf zwei Wegen erhalten. H. A. Lorentz 
hat den Hilfsbegriff der Ortszeit im mitbewegten Bezugssystem eingeführt: 
de rd a. 

In der Elektrodynamik benutzt man diese lorentzinvariante Ortszeit, weil sie mit Lichtsignalen 
meßbar ist. In der Mechanik der Kontinua sind die Ausbreitungsgeschwindigkeiten sehr 
viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit, so daß man sehr nahe absolute Zeit beobachtet. 
In diesem Falle ist es zweckmäßig, die Maßstabänderung der Zeit in (2) durch eine Streckungs- 
transformation e) rückgängig zu machen: 


’ 


a ie 


Darin sind x; beliebige orthogonale Koordinaten, und A ist eine beliebige Funktion der Ko- 
ordinaten oder anderer Parameter. Setzen wir 


ne a a PA 


so erhalten wir aus (2), (3), (4) im mitbewegten Bezugssystem 


de" -id = di<dt. 
H 


III. Die auf einer Geraden gleichförmig bewegte Quelle. 
Die fundamentale d’Alembertsche Lösung der Wellengleichung für eine ruhende, 


punktförmige Quelle ist bekanntlich 


®=- flts r=ye+ty’ +2... ne, : : 


3) H. Poincare: Rend. Cire. Mat. Palermo Bd. 21 (1906), S. 129 bis 166. 
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Darin ist f eine willkürliche dimensionslose Funktion, C[L’T'] ein dimensionaler Faktor. 
Für eine von der Quelle sich ausbreitende Störung ist das negative Vorzeichen von r in (5) 
zu nehmen. Man spricht dann von einem „retardierten* Potential. Das positive Vorzeichen 
von r entspricht einem „avaneierten“ Potential, einer nach der Quelle hin laufenden Störung 


Wie wir in Abschnitt II gezeigt haben, ist die Wellengleichung (1) invariant gegen eine 
Drehstreckungstransformation (b), (c). Wir erhalten daher durch Anwendung dieser Trans- 
formation auf Gl. (5) eine neue Lösung, bei welcher die Quelle geradlinig-gleichförmig bewegt ist. 
Es bezeichne 


I sell -fP (6) 


Ein Strich bedeute das transformierte System. Dann sind die Koordinaten des nicht trans 
formierten Systems, ausgedrückt in denen des transformierten Systems, 


x’ +utf y 2’ ! +-uxle: a 
7 Zn e* al Zu 25 
Wünschen wir, daß die Quellstärke unabhängig von der Anströmgeschwindigkeit wird, so 


müssen wir auch die Konstante C entsprechend ihrer physikalischen Dimension [L’ T"'] der 
Streckungstransformation 





’ C 

= EEE a eher 22E 
FE 

unterziehen. Lassen wir den Beobachter sich gleichförmig-gradlinig bewegen, so müssen wir 
eine Galilei- Transformation des Beobachters 


2" =x +ut 


vornehmen. Wir erhalten dann im mitbewegten Bezugssystem, in dem die Quelle ruht und 
zugleich eine Anströmung mit der Geschwindigkeit + « in Richtung der positiven x’-Achse 
vorhanden ist, im sogenannten Ruhesystem, die Koordinaten 
[2 [77 [73 [23 » 
KL Yy 2 r R a 
2=—; „=; =; i=—- it +-— We |! 
ab : I I , “hc 
Im Unterschallgebiet (u < c) erhalten wir das Potential der bewegten Quelle durch Einsetzen 
von (6), (7), (8) bzw. (6), (9) in das retardierte Potential (5). Im Ruhesystem wird daher 


r{r zB Very ’+ de | 
od" BER 4, ee j ö au A (10). 
Vetter +z"n) 


Infolge der in (9) vorgenommenen Galilei-Transformation befriedigt (10) nicht mehr die 
Wellengleichung (1). Diese Lösung ist formal auch im Überschallgebiet (u > e) gültig, da in 
ihr x nur im Quadrat vorkommt. Sie existiert dann aber nur im Machschen Kegel. Jeder 
Punkt in diesem Gebiet wird gleichzeitig von zwei Wellenflächen erregt, und zwar läuft eine 
Welle von der Quelle weg, die andere zu ihr hin. Wir erhalten in diesem speziellen Falle 
die vollständige Lösung, wenn wir zu (10) noch das avancierte transformierte Potential 
addieren, in dem das Minuszeichen in (10) durch ein Pluszeichen ersetzt ist. Es ist also für 
Überschall 


2’ —-@'+0 (11). 


B: 
Den Fall «=c erhalten wir durch einen Grenzübergang aus (11). Das Potential (10) ist vom 
Verfasser bereits früher durch Koordinatentransformation abgeleitet und als Kern der all- 
gemeinen Integralgleichung der Tragflächentheorie verwendet worden?). Für eine Quelle 
konstanter Ergiebigkeit ist f—=1, und wir erhalten aus (10), (11) die bekannten Ergebnisse 
(' 
u<e: ® aan, . a a 
Ve +r(y’+2°) 
se 
u>c: ® sa N EB EIER (13). 
verelyrz) 


*#, H. G. Küssner: Luftf.-Forschg. Bd. 17 (1940), S. 370 bis 378. 
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Unter der Annahme eines absolut ruhenden Mediums und eines absoluten Koordinatensystems 
kann man durch Darstellung der Funktionen s; (f, .. y, 2) in Form von Fourier-Integralen 
das Potential einer beliebig bewegten Quelle auf das bekannte Potential (5) einer ruhenden 
(uelle zurückführen. Dieses Verfahren ist für Quellen konstanter Ergiebigkeit, auf welche sich 
die Elektrodynamik beschränkt, von A. Sommerfeld u. a. entwickelt worden und von 
G. A. Schott’) auf zahlreiche Beispiele angewandt worden. Hinsichtlich der geradlinigen 
Bewegung gelangt man auf diesem Wege zu den Ergebnissen (12), (13), welche nicht der 
reinen Drehtransformation (b), sondern unserer Drehstreckungstransformation (9) entsprechen. 


Auf eine akustische Quelle mit periodischer Ergiebigkeit, die geradlinig-gleichförmig 
bewegt wird, ist das Verfahren der Fourier-Analyse erstmalig von H. Hönl*) angewandt 
worden. Es ergaben sich dabei Lösungen, welche in unseren allgemeinen Lösungen ent- 
halten sind. 


Aus den Punktlösungen (10), (11) können wir die Lösungen für eine linienhafte Quell- 
verteilung, das heißt für ebene Strömung, durch Integration über y gewinnen. Wir können 
jedoch auch von der Elementarlösung der zweidimensionalen Wellengleichung ausgehen. Für 
eine mit der Kreisfrequenz » pulsierende Quelle ist das Potential bei gleichförmiger Trans- 
lation für 

n<c: D er expirlt+ E= |. 1 | 
x “c 


e u. 
here]. a5 . 114). 


In ®_ tritt die Hankelsche Funktion H{” auf, in ®, dagegen HH”. Setzen wir diese Lösungen 
in (11) ein und beachten, daß 


HER, =8L 
ist, wobei .J, die Besselsche Funktion bedeutet, so folgt für 


ie na\ 
u>c: » Bn espirlt+ u 27, | 
r ac 


T 


ei an 2 5 EEE (15). 
”c 


Entsprechendes eilt für die periodische Punktquelle im Raum. 
| | 


IV. Die auf einem Kreise gleichförmig bewegte Quelle konstanter Ergiebigkeit. 


Für die Transformation der Elementarlösung (5) auf beliebige Bewegungen stehen uns 
keine ausreichenden funktionentheoretischen Hilfsmittel zur konformen Abbildung des R, zur 
Verfügung. Wir sind daher in diesem Falle auf das schon oben erwähnte Verfahren der 
Fourieranalyse angewiesen. Für eine beliebige periodische Bewegung einer durch einen 
Skalar erregten Punktquelle konstanter Ergiebigkeit C erhält Schott’), S. %, folgendes Er- 
gebnis, das wir in eine abgekürzte komplexe Form bringen: 


e2 7 
se nr; 2 rim r\dr 
D T \ exp N Ü T- WR ee (16). 
m= ( 1) 


Der Strich bei 2” bedeutet, daß für m =0 nur die Hälfte des Gliedes einzusetzen ist. T ist 
die Periode der Bewegung. 


Wir betrachten nun eine gleichförmige Bewegung der Quelle mit der Winkelgeschwin- 
digkeit o=27/T auf einem Kreise mit dem Halbmesser a. Der Aufpunkt und der Quell- 
punkt seien gegeben durch die Koordinaten 

ee; yz=ssing ; 2 =8c0sg 
2: y,=asin(ot+ 0); 2, =acos(»t+9). 


Das Quadrat des Abstandes zwischen diesen beiden Punkten ist 


Pan -ueibitt-  . . . re seeı 
worin 


BR? (“x zz’ ta +s’ 


5, G. A. Schott: Eleetromagnetie Radiation, Cambridge 1912. 
6, H. Hönl: Ann. d. Phys. 5. Fleg. Bd. 43 (1943), S. 431 bis 464. 
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bedeutet. Führen wir noch die dimensionslosen Parameter 


Ro as 
= a: = Ö 

c R? 
ein und setzen wir or +8 —g=y, so folgt aus (16), (17) die dimensionslose komplexe 

Funktion 

hund Ah 
e ei r 
(18), 
Il V expim(- gy—ayl-—20cosy) 


E d E 
| l 20008Sy 1 





deren Erforschung und Tabulierung für weitere Untersuchungen erwünscht ist. Aus (16) 
und (18) erhalten wir das Potential der kreislinig bewegten Quelle 


2 \” 
D R' Amla,0o)- ex pimwi+ö—o) . .». ». :» 2... 
ı m — 
m 0 


Im Hinblick auf die Propellertheorie ist es nützlich, das Potential für » äquidistante, auf 
demselben Kreise sich bewegende Quellen zu kennen. Wir haben dann in (19) den Phasen- 
winkel der k-ten Quelle 
2) . 
2rık 
Ör > BE, 
n 


zu setzen und über k zu summieren. Nun ist, wie man leicht einsieht, 


n 
T 2nim ko fü 0 a 
eXp = ür m zEU(modn r 
| n ’ Be EI EN 


Ki n für m = O (mod n) 


Aus (19) und (20) folgt das Potential von » äquidistanten Quellen, die sich auf derselben Kreis- 
linie bewegen, 


Il a2 
..3C# ; 
= R \ Amnnla,o)espimn(wt+#d—Y) . . 2.2... 21). 
ı —— 
m—( 


Interessieren wir uns nur für den ausgesandten Schall in weiter Entfernung, so ist o klein. 
und es kann in (18) näherungsweise 


im Zähler: yVl—-20c0osy»1- 0c0sy, 
im Nenner: ei 


gesetzt werden. Mit Hilfe der bekannten Reihenentwicklung 


Fr. 
a zu 
R; 24” Im(x)- cosmy, 


m—\ 


exp(ixcosy)= 


worin Jm Besselsche Funktionen sind, folgt schließlich aus (18) und (21) für o < 1 näherungs- 
weise das retardierte Potential von n äquidistanten Quellen, die sich auf derselben Kreis- 
linie bewegen, 





nn 
90 u 77 
2Cn 
D;,— RB \ I" Imnk—mnao)expimn(ot- a+ö g). . . . (22). 
b — 
m—\ 


Zu jedem einzelnen Gliede der Gl. (22) gelangt man auch durch Betrachtung einer auf einer 
Kreislinie angeordneten Strahlergruppe der Frequenz m no» mit umlaufender Phase’)°®). Die 
Bestimmung der zugehörenden Konstanten (Ü,„,„ erfordert dann jedoch Näherungsbetrachtungen, 
die bei unserer Formel (22) fortfallen. 


”, Lynam, Webb: Aeron. Res. Com. Rep. Mem. Bd. 624 (1919). 
s,W. Ernsthausen: Akust. Z. Bd. 3 (1938), S. 380 bis 389, 
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Ordnen wir eine Quelle und eine Senke von gleicher konstanter Ergiebigkeit hinter- 
einander in Richtung der Anströmung an, so existiert bekanntlich eine Grenzfläche, innerhalb 
der nur Quellflüssigkeit zirkuliert. Die äußere Strömung verläuft daher so, als wenn ein 
starrer Stromlinienkörper umströmt wird. Um die Verdrängungswirkung der Propellerflügel 
näherungsweise zu erhalten, fügen wir daher zu dem oben untersuchten System von n äqui- 
distanten Quellen ein um den Phasenwinkel dö versetztes System von Senken hinzu. Das 
retardierte Potential dieser Anordnung wird dann gemäß (22) 


4 
) D- 9n?C0.de v 
. c .Nn do B x 4 
dd = -.dd= ' De mimntl Sanl-mnao)expimn(wt—a+d— go) (23). 
1 06 R nn T / 
u 
mm] 


In ähnlicher Weise können wir die Schubwirkung der Propellerflügel auf das Schallfeld 
näherungsweise erhalten, indem wir von einem Beschleunigungspotential y,„ ausgehen, das auf 
n äquidistanten „Beschleunigungsquellen* beruht und dessen Form mit Gl. (22) bis auf die 
Konstante © übereinstimmt*®). Addieren wir hierzu ein in «-Riehtung um den Betrag d«, 
verschobenes Senkensystem, so ist das Potential dieser Anordnung 
Ö Du w 0 gu OR 
dy, de, -de, IR ia,‘ x,» 


Unter Vernachlässigung von Gliedern, die klein höherer Ordnung sind, folgt aus (22) das 
retardierte Potential 


nn 
_ 2n?’C,de, aw x—ı, \ r 
de, = ——. . 
ee 


Ru re mi "HT anl-mnao)expimn(wot—a+d—g) (24). 
m—1 
Ein analoger Ansatz ist für das Drehmoment des Propellers möglich. Das entstehende 
Potential unterscheidet sich von (23) nur hinsichtlich der Konstanten. Der zugehörige 
Schalldruck ist in der Regel klein gegenüber (23). Die Ausdrücke (23) und (24) sind 
Elementarlösungen für ein Flächenelement des Propellerflügels.. Um das Potential des ganzen 
Propellers zu erhalten, müßten wir noch unter geeigneten Annahmen für die Quellintensität 
über die Flügelfläche integrieren. Größenordnungsmäßig zutreffende Aussagen können wir 
jedoch bereits den Gl. (23) und (24) entnehmen, wenn wir uns die gesamte Propellerwirkung 
an einem „wirksamen“ Halbmesser von etwa 70°/ des Spitzenhalbmessers konzentriert denken. 
Für einen bewegten und mit der mittleren Geschwindigkeit «, v, w durch das Medium 
angeströmten Beobachter ist der Gesamtdruck 
D® D 28 0 , 0 Ö 
p=o Di +P°; Dt urrzatrtg? wz 


worin o die Luftdichte bedeutet. Da a<R ist, können wir näherungsweise 


z eo, "a=;sino 
cos 9, =sin @ 
R ka, R R 
setzen, worin © den Breitenwinkel des Aufpunkts bedeutet. Führen wir ferner die Mach- 
sche Zahl 
ao 
C Po 
ein, so folgt aus (23) der effektive Mittelwert des Schalldrucks der m-ten Harmonischen für 
einen ruhenden Beobachter 
_YV2m’n’oc(,dö 


9 Ba Bu - . - .: » re 


Das Beschleunigungspotential ist dem Druck proportional. Wir erhalten daher ohne 
Differenzieren aus (24) den effektiven Schalldruck 
) 2 ' 
melde, ..: a L 
da, =] Ba 2 "B,|sin9-Iunlmnß,c0os®)| -. -. .» . . (26). 
ı 
Alle bisherigen Ergebnisse gelten für beliebige Werte von ß,, also auch für das Überschall- 
gebiet. Wir haben dann nur zeichnerisch oder durch Lösung der charakteristischen Gleichung 
zu untersuchen, von wieviel Wellenflächen der Aufpunkt gleichzeitig getroffen wird. 


9%) Diesen Hinweis verdanke ich Herrn H. Billing. 
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Ist 9, l, so können wir die Besselsche Funktion näherungesweise durch das erste 
Glied ihrer Potenzreihe ersetzen. Dann wird 
Br 
Juni) x >» p! E 


und wir erhalten aus (25) und (26) für die erste Harmonische (m — 1 


J 20cC,dö wer a & R, 
dp, Ra "on n! ’ cos’ |. : i (7). 
| V2oC,dx, n”"” „ () ( 
«dp >= re , - |sın Ocos” © 28 
I Ra ar (I). 


Für einen gegebenen Propeller wird die Quellintensität €, des Geschwindigkeitspotentials 
etwa mit der Umlaufgeschwindigkeit zunehmen, die Quellintensität C, des Beschleunigungs- 
potentials etwa mit dem Quadrate dieser Geschwindigkeit. Wir können also annehmen: 


eG =C,ß: G=(,ß 


“MH 
oPo: Po (29). 


Es sei erwähnt, daß L. Prandtl die Formeln (27) und (28) bis auf den Zahlenfaktor 
bereits vor 10 Jahren auf einem völlig verschiedenen Wege abgeleitet hat!) Prandtl be- 
schränkt sich ebenfalls auf kleine Machsche Zahlen und ersetzt den ganzen Propeller akustisch 
durch einen Multipol im Nabenmittelpunkt. Die Umlauferregung eines zweiflügeligen Propellers 
wird zum Beispiel ersetzt durch zwei um 45° versetzte Quadrupole usf. Die Abhängigkeit 
des Schalldrucks von 5, und © folgt dimensionsanalytisch. Bis zu welchen Machschen 
Zahlen diese einfachen Formeln brauchbar sind, zeigt der Vergleich von (25) und (27). Die 
Näherungsgleichung (27) liefert zum Beispiel für einen 3-flügeligen Propeller auch bei £,=0,67 
für die erste Harmonische höchstens um 30°% zu hohe Werte. Für einen Vergleich ver- 
schiedener Flügelzahlen » ist die Kenntnis der Funktion f(n) in (26). (27) von Bedeutung, die 
dimensionsanalytisch nicht zu erhalten ist. 


V. Die auf einer Schraubenlinie gleichförmig bewegte Quelle konstanter 
Ergiebigkeit. 


Die im vorigen Abschnitt erhaltenen Ergebnisse sind nur auf einen Propeller im Stand- 
lauf oder bei sehr kleinen Fortschrittsgraden anwendbar. Es ist jedoch leicht, sie auf einen 
mit beliebiger Geschwindigkeit in beliebiger Richtung gleichförmig fortschreitenden Propeller 
zu übertragen. Wir haben zu diesem Zwecke unsere oben erhaltenen Ergebnisse nur den 
Transformationen (7), (S) oder (9) zu unterziehen, je nachdem, ob wir ein absolut ruhendes 
oder ein mitbewegtes Bezugssystem verwenden. Wir erhalten dann das Potential der schrauben- 
linig bewegten Quelle. Für die Bestimmung des Kernes der Integralgleichung der stationären 
Propellerflächentheorie (des Analogons der stationären Tragflächentheorie) benötigen wir das 
Potential (21) bei Translation in «-Richtung im mitdrehenden und mitbewegten Bezugssystem. 
Wir haben dann folgende Substitution in (21) vorzunehmen: 


| 
‚ ar MN) [7 
I = gl ar +r la 4, 
2 | 
’ ’ ’ 
wu 8 | 
Ö rr Pr r} N 
(2’” e,) - x? (a”’?+-s’”?) | 
Ba (30). 
‘(ı) 
[73 > [73 2 
7 - J (a C,) - a” la Ss r | 
w”ıL 
ee —a E> 
!- ) ( 


Da der Zeitmaßstab invariant ist, ist »’—=w. Die Größen a und s unterliegen jedoch der 
Streekung (3) mit A=x. Die Größen $=u/[e und #’—=1-— pP? beziehen sich auf die Trans- 
lationsgeschwindigkeit «, nicht auf die Absolutgeschwindigkeit V=yw+a’o* Ist V>e, 
so haben wir nur in bekannter Weise die Wellentlächen abzuzählen, die gleichzeitig durch 
den Aufpunkt gehen. 


10, Gemäß freundlicher Mitteilung an den Verfasser im Jahre 1995. 
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Wir betrachten schließlich die Wirkung eines bewegten Quellsystems im absolut ruhen- 


den Bezugssystem. Wir haben zu diesem Zwecke in (21) bzw. (22) folgende Substitutionen 
vorzunehmen: 





R „: Vi® az, tut)’+rla’+s’), 
DJ ’ ’ 
es 
(ee — x tut’ +%°(a’?+s’?)’ 
(31). 
w ' ’ ‚.2 PD} ı- ı. 
@ -vlie — x, ruf’ rla’+8?’), 
r 
’ ’ ’ vr’ 
Re \ w (x %,) ö ( : r 
w=x'w; ot=ot+ B:: se Pr ;: Mmz-rPß 
c z 


Bei großer Entfernung des Aufpunktes ist a’ in der Summe vernachlässigbar klein, und wir 
erhalten außerdem 


() 2 in® tg 9’ 39) 

cos ) = N tg? +2: sın N ge?) +7: (92), 
RB 5 se = a 

B= zZ; |C08 O'Yt 9 +’ Be a ee 


Führen wir die Substitutionen (29), (31), (32), (33) in (23) und (24) ein, so erhalten wir den 
effektiven Schalldruck einer auf einer Schraubenlinie bewegten Quelle in weiter Entfernung 
für den ruhenden Beobachter 


ET u. N fr’ z „2 pr’ 
r Vv2m’n’o’cC,dö „... - ptg 9 1 mnz»’ß, ı 
dpim Ra’ Berl ig) Co yielv or) 
2 mn? o C.d«‘ Be’ er ( mnz’p, e 
’ Bi sin. Mh HE 35). 
d Ps m Ro cos? &' (tg? Qg' 2 x?) sın ] m n ] tg? ) + =) (3 ) 


Am Propeller erfolgen beide Arten der Erregung p, und p, durch dasselbe Blattelement. 
In diesem Falle ist vor Bildung des effektiven Schalldrucks der Phasenwinkel zwischen 
beiden Erregungen zu berücksichtigen. 


Auch in diesem Ergebnis tritt x nur im Quadrat auf. Es ist also formal auch im Überschall- 
gebiet gültig, und zwar im Machschen Kegel. Der von einem absolut ruhenden Beobachter 
empfangene Schall ist nicht mehr streng periodisch. Die Kreisfrequenz der m-ten Harmoni- 
schen ist dann näherungsweise 


‚. mnd(wt — a’) 


= ; —mno|1l 
di ( 


ptgO9' 


Ve (36). 


Aus (36) folgt die Frequenz »’ unter Berücksichtigung von (31) für den Breitenwinkel 


7 mn 
0=+, :v=mno(l—-) = ” 
2 1+p 
O —aretg f: "’=-mno(—- P)=mnw, 
. mn 
’ ’ ’ } vo 
2) 5 ;vYemno (1+P) ur 


Es ergibt sich also der bekannte Doppler-Effekt in richtiger Größe. Diese Ergebnisse zeigen, 
daß es unter Benutzung der Transformationseigenschaften der Wellengleichung möglich ist, 
auch ziemlich verwickelte Quellbewegungen zu behandeln und damit eine exakte Grundlage 
für die Theorie schwach belasteter Propeller und für die Theorie des Propellerschalles zu 
gewinnen. — Herrn H. Billing und Herrn H. Hön] danke ich für die Durchsicht des 
Manuskripts. 571 


Eingegangen am 27. 7. 1944. 
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Das Impulsverfahren zur näherungsweisen Berechnung 
der laminaren Reibungsschicht. 
Von Werner Mangler in Göttingen. 


Um die Tragweite und die (irenzen des von Karman [2]') und Pohl- 
hausen [3] zuerst verwendeten Impulssatzverfahrens abzuschätzen, wird 
ein verhältnismäßig allgemeiner (einparametriger) Ansatz für das Ge- 
schwindigkeitsprofil in der laminaren Reibungsschicht untersucht. 


I. Einleitung. 

Da die Berechnung der laminaren Reibungsschicht zu einer längs einer Wand gegebenen 
Druckverteilung p (x) mit Hilfe der Prandtlschen Grenzschichtgleichungen [1] mathematisch 
auf große Schwierigkeiten stößt, hat man schon bald versucht (Kärmän [2], Pohlhausen Bß]), 
sich durch ein Näherungsverfahren einen Überblick über die Lösungen zu verschaffen. Dieses 
Verfahren beruht auf einer Annäherung der Lösung der Grenzschichtgleiehungen durch eine 
Schar von Funktionen f(4 (x), „) einer einzigen Veränderlichen 7 (7 ist dem Wandabstand 
proportional), deren Koeffizienten von einem Parameter / (x) abhängen. Die Funktionen f(n) 
sind so gewählt, daß sie die Geschwindigkeitsprofile in der Grenzschicht möglichst gut wieder- 
geben, d. h. sie schließen sich in geeigneter Weise an die äußere Potentialströmung U(x) an 
und erfüllen die erste der sich aus den Grenzschichtgleichungen mit Hilfe der Haftbedingungen 
ergebenden „Bindungen“. Der Formparameter (x) wird dann aus dem Impulssatz bestimmt, 
so daß die Grenzschichtgleichungen gewissermaßen wenigstens im Mittel erfüllt werden. 

Die Ergebnisse eines solchen Verfahrens hängen natürlich von der Wahl der Funktion 
f(n) ab. In der Praxis hat es sich in vielen Fällen bewährt, wenn man nach Pohlhausen [3] 
für f ein Polynom 4. Grades in n ansetzt. Um eine größere Genauigkeit zu erhalten und 
gleichzeitig auch Fälle erfassen zu können, in denen der Pohlhausensche Ansatz versagt 
(z. B. Strömung mit starkem Druckabfall), sind verschiedene andere Ansätze versucht worden 
(vgl. den Bericht von Howarth [4]. Aus neuerer Zeit seien hier einige Arbeiten von 
Schliehting und Walz, sowie die Arbeit von Eckert [5] genannt. 

Um die Tragweite und gleichzeitig die Grenzen eines solchen einparametrigen Näherungs- 
verfahrens besser übersehen zu können, soll im folgenden ein verhältnismäßig allgemeiner 
Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil, ein Polynom höherer Ordnung, besprochen werden. 


II. Der Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil. 
Bezeichnen « und ® die Komponenten der Geschwindigkeit in der Reibungsschicht in 
x- und %-Richtung, d. h. parallel und senkrecht zur Wand y=0, U(x) die durch die Druck- 
verteilung p(x) gegebene Geschwindigkeitsverteilung außerhalb der Reibungsschicht, so lauten 
die aus den Grenzschichtgleichungen mit Hilfe der Haftbedingungen v=v—0 für y=0 sich 
ergebenden ersten „Grenzschiehtbindungen*“ 


‚dU U 
Er tl) (1A), 
0= (a) BEE ar ee ... (1B), 
ou\ Oo /dw\ LE ou f 
FE Er =(3 a ud = u ) |} Mi .... EEE mn 


(r, bezeichnet die Wandschubspannung, » — u /[o die kinematische Zähigkeit, o die Dichte; der 
Index 0 zeigt an, daß die Werte für y=0 gelten). 

Da das Abklingen der Lösung gegen die äußere Strömung (vgl. [6], wo das asymptotische 
Verhalten der Lösungen für bestimmte Geschwindigkeitsverteilungen U(x) näher untersucht 
ist) mit Hilfe eines Polynoms nicht nachgemacht werden kann, wird nach Pohlhausen der 
Begriff einer endlichen Grenzschichtdicke ö(x) eingeführt: Für y=ö(x) schließt sich « (x, y) 
an U(x) an. Dementsprechend soll der Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil lauten: 

7 f(x, n) 1 (i "dd +a,y+'''+a, 7"), = Te 8a a 
wobei über den ganzzahligen Exponenten » später noch verfügt werden wird. Die Koeffi- 
zienten a; werden so bestimmt, daß einige der Grenzschiehtbindungen (1) erfüllt sind; sie 
hängen also von x ab. Die Haftbedingung « (x,0)=0 ist bereits im Ansatz enthalten. Mit 
den neuen Bezeichnungen erhält man aus (1) (a,=1) 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Schrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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‚{n u 33. BR 
9, N ( Di; la,_; f" (x, 0) mM) 2» 2. 2.0. (2A), 
j=u 
>t \ x n 000 (m N 5 
nr ( 1);| j )a, j EM = a asien 5 
J=V 
. ee du : 
Für die Wandschubspannung r, = “(y,) ergibt sich 
l 
i \' n FR L, Ud PN - 
BI Dil I 4 f (x, 0) Sr re) . | 


rd 

J 0 
Aus der dritten Bindung (1C) ergibt sich eine Differentialgleichung. Würde man diese auch 
berücksichtigen, so könnte man die Abhängigkeit der Koeffizienten a; von x nur mit Hilfe 
zweier Formparameter, z. B. (x) und T(x) ausdrücken. Da in dieser Arbeit nur einpara- 
metrige Ansätze betrachtet werden sollen, wird die Bindung (1C) im folgenden nicht mehr be- 
achtet. Es sollen zwei Fälle unterschieden werden: Im Fall A wird r=1, also 4,=a,=:--—=0 
gesetzt und a, aus (2A) berechnet. Im Fall B wird auch (2B) berücksichtigt, also r—2 ge- 
setzt und a, und a, aus (2A) und (2B) bestimmt. Dabei erhält man, wenn man noch statt 4 





den Formparameter 4 


5 7 2 34 
al A: = ; % a — 
Fall A: A n(n +1) Fall B: 4 (nr +1)(n +2) (4) 
einführt: 
1 = 
Fall A: a, =z[r —- )—An+D]l, a,=0. (A), 
i 1 = *—1 = _ 
Fall B: au=3 [2(n —1)—-/(n+2)], «a, 6 fr —in+23]. . . . (&B). 
Die Wandschubspannung ergibt sich aus 
1 s 
"Op 96 59%  ? \\ 
19) ” 
B: 7=-"F +2) ee U 
Ablösung tritt also ein, wenn A=—1 wird. Im Druckminimum und an der ebenen Platte 


hat man T’=0, also =. 
Weiter braucht man noch als Maß für die Grenzschichtdicke die Verdrängungsdicke ö* 


und die Impulsdicke # (vgl. [7]). Dafür erhält man 
d d 
an ' u u u Z 
Ö \(i [ d Y; = \ tt A dy IT Re a a © 
I) 0 


a ro u ’ . r = . ” ” 
Führt man für Ü —f den Ansatz (2) mit den Werten (5) ein, so erhält man nach längerer 


Rechnung 
A: 1-2 \unan=3.45; ea a! Sr 22 
M 
B: 45-58 Sl ra er 
1: 0-3-{ra ER En al en Dre Me EN 


0 
B: 9-2 "+9 B5n’+44n+15) 5Aln— V)(4n+3)- Zn +3) 13n+S)] Pr 
£ u 1S(n +3) 2r +1)? rn +3) (2 n-+5) A 
man im Fall A den bekannten Pohlhausen- 


Setzt man in diesen Formeln »=3, so hat 
Wie eine nähere Untersuchung zeigt, erhält 


schen Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil. 


man hier ebenso wie bei Pohlhausen physikalisch sinnvolle Geschwindigkeitsprofile (u = U) 
nur für Werte von 4, die kleiner als 1 sind. 


- 











XUM 


Z. angew. Math. Mech. 


Band>4 Nr.5u.61944 Mangler, Impulsverfahren zur Bereehnung der laminaren Reibungsschicht 253 





Nachträglich kann man die Grenzschichtdieke ö aus den Gleichungen wieder eliminieren, 
indem man alle Längen statt auf ö z. B. auf ® bezieht. Man führt dazu die neuen Größen 


Br 5 SER ı . 
j* = — ul. = — 


(10) 


i FR. 
ein und statt », den Wandabstand 7* = 5 9 


Da in dem in Frage kommenden Bereich 
1</=<1 zu jedem Wert von 4 bzw. 4 ein 
Wert von 4* gehört und umgekehrt, kann man 
R I 

aus (6), (8) und (9) die neuen Größen 1"= 


Pr 


und T*=T:.© als Funktionen von /* aus- 
drücken. Für bestimmte Werte von n wird 
das in Abschnitt III durchgeführt (vgl. Bild 1). 

Da die Größen a; ni=(a;- O):-n*, n ©, 
1*, T* und #* für n>x endlich bleiben, und 














(n I) n* \” , 
der Ausdruck (1 — n)" | 1 bei 
n N 

festem »* übergeht in e=-'"®-", kann man 2 nn Sr a 
diesen Grenzübergang durchführen. Damit % % ‘ Fr E # 

. . r» . ” . E ’ Aln=I) —— v “ 
wird das in Wirklichkeit noch stärkere asym- on Bin) en SR EEE N 
ptotische Abklingen des Geschwindigkeits- 0 Bft) —— Hariree 
profiles f (vgl. [6]) schon recht gut nachgeahmt. Bild 1. Die Funktionen H*(4® und T* (i®. 


III. Die Impulsgleichung. 

Zur Berechnung des einzigen noch offenen Parameters A(x) hat man den Kärmänschen 
Impulssatz [2] zur Verfügung. Diesen kann man nach Grusch witz [7] in der Form schreiben: 
dd, »T’ ö* T 

He) 
I 


< 0 
“75 ee A a A er 5 


dx oU? 


m ’ ’ t Uo ‘ er d 
Erweitert man diese Gleichung mit 2 und benutzt statt 4 die Größe / 
> 


* 


als Formparameter, 
so folgt wegen (10) 
r24*(2 + 49)=2T*, 


oder r 

Te 2[7T* — a2 + A))= H*(ir, 4, +32 aa ar 
Da T* und 4* allein von 4* abhängen, läßt sich H* ein für allemal berechnen, sobald man 
für f einen bestimmten Ansatz gemacht hat. In Bild 1 sind einige solche Funktionen H*(4*) 
dargestellt. Diese Formulierung des Impulssatzes hat den Vorteil, daß man nur U(x) und 
I/’ (se), aber nicht mehr U”(x) wie bei Pohlhausen [3] zu kennen braucht. Gl. (12) ist zu- 
erst von Holstein und Bohlen und von Walz angegeben worden (vgl. auch Eckert /5]). 
Man kann also zu einer gegebenen Geschwindigkeitsverteilung durch Integration der Diffe- 
rentialgleichung (12) den Verlauf von 2*(x) bzw. /*(x) berechnen, sobald der Anfangswert 4* (0) 
gegeben ist (vgl. Abschnitt IV). Dann ist aber die Gestalt aller Geschwindigkeitsprofile in 
der Grenzschicht angebbar. 


I 


IV. Vergleich mit einigen bekannten Lösungen. 
’ ETERER U A 
Für die Geschwindigkeitsverteilung LT,” K | 7 sind von Hartree [8] (vgl. auch [6]) 


die strengen Lösungen der Grenzschichtgleichungen berechnet worden, so daß man die Güte 
des Näherungsverfahrens an diesen Fällen erproben kann. Aus (12) erhält man in diesem 
Fall, wenn man beachtet, daß die Lösungen „ähnlich“ sein sollen, also 4* konstant sein muß, 





a \m l j* \ 1 er Ba r 
K(7) L - m—1\” <.=2[7* -*(2+ Mj=H*", 
vr de „(% m 
m RK | 1 
oder 
2m[T* — 4 4) - Bm +1) =mH*r— mi =0, ... . 0.0.0.3). 
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Aus dieser Gleichung kann man zu gegebenem m den Wert von 4* berechnen. Insbesondere 





. nn . ni A 3 Tm%* re x 

wird für m=0 (ebene Platte, Blasius[9]) #*=0 und un H*=2T*. Für den Staupunkt 
(m =1; Hiemenz [10]) erhält man H*(4*)=0. Aus Bild 1 sieht man, daß durchaus nicht 
alle Ansätze für das Geschwindigkeitsprofil 7 =f einen Wert H* (4*) =0 liefern. Vielmehr 
kann man das Staupunktsprofil nur durch ein Polynom approximieren, wenn man n genügend 
groß wählt (Fall A: nr 3, Fall. B: »>7). In Bild 1 ist auch der Zusammenhang H* (4*) 
eingezeichnet, wie man ihn mit Hilfe der von Hartree berechneten Lösungen für ver- 

1 &?7 ’ .. 0) v . . . “ * . 1 
schiedene m, , erhält?). Es zeigt sich, daß man das Staupunktsprofil (Bild 2) gut 
’ 


> 


. . 63 l ° a ” . = 
approximiert, wenn man im Fall A »=3 oder noch besser im Fall Bn=12 setzt. Das 
Blasius-Profil (Bild 3) wird im Fall A am besten durch n=3, aber noch besser im Fall B 











pen r 7 7 r N 70 T T r 7 m —— 
(7, | u u v PEN Pe 
} 1 1} 
08} 1 1 De | | 1 | | 08} \ | | 1 1 1 
m 6 | 4 
g6\ } „— } un ER /) 4 ! rg 
u f 2 u / j ne. 
| Hartree 0360 2,22 7 £ Hlartree 0220 259 
as\ 4 } ! : I And 0332 237° | gs} u 1 u ı m x And 0235 255 
| k vvvän-z 031 222 . . ' os a aAn-4# 0219 261 
ai ° An=e 0378 216 | 02 o = oA 06 | 
g2) 1 1 1 | | / 2 A 1 IE 7 1 4 1 1 u d i — 
| 1} 
uam Suter” de” Zilk‘ Zeraniese: sr” SercHisEngeEr MEET 22 RE: ZA TEE. 
J Y 
[45535 J (45537) ” 


Bild 2. Vergleich einiger Näherungen für das Sta Bild3. Vergleich einiger Näherungen für das Blasius- 
punktsprofil mit der strengen Lösung ([S], [10]). Profil mit der strengen Lösung ([8], [9]). 

durch »=4 wiedergegeben. In Bild 2 ist das Staupunktsprofil und in Bild 3 das Blasius- 
Profil mit einigen Näherungen verglichen. Im Gebiet des Druckanstieges (m <0) und im 
Ablösungspunkt ist die Approximation schlechter. Man setzt hier am besten im Fall A 
n=2 und im FallBn=3. Für die Berechnung der Grenzschicht an einem Tragflügel be- 
deutet es nicht unbedingt einen Nachteil, daß die Annäherung an das Hartree-Profil mit 
der Wandschubspannung Null so schlecht wird. Denn wahrscheinlich stellt dieses Profil nur 
eine grobe Näherung für das tatsächlich im Ablösungspunkt eines Tragflügels vorkommende 
Profil dar. Für die Berechnung der Grenzschicht an einem Tragflügel muß man ein n aus- 
suchen, mit dem das Staupunktsprofil gut und das Blasius-Profil noch einigermaßen approxi- 
miert werden kann. Das erfüllt im Fall A der Wert n=3 und im Fall B der Wert n=12. 
Dann wird wenigstens der erste (im Druckabfall liegende) Teil der Grenzschicht einigermaßen 
gut wiedergegeben. 

Daß dieser Umstand wesentlich ist, erkennt man auch an dem von Howarth [11] be- 

r rır 

- =1-—r, | . )= l. In diesem Fall kann 
D, Ei. 
man die Differentialgleichung (12) mit der Anfangsbedingung 4*(0)=0 geschlossen integrieren. 
Für-die Lage des Ablösungspunktes erhält man im Fall B für n=12 den Wert &,= 0,178, 
dagegen für n=4 den Wert x, =0,135, der mit dem von Howarth [11] gefundenen Wert 
X%a = 0,120 schon recht gut übereinstimmt. Das liegt offensichtlich an der guten Approximation 
des Blasius-Profils mit n=4. Im Fall A erhält man mit n=3 den Wert x, = 0,156. 


rechneten Fall der Geschwindigkeitsverteilung 


V. Beispiele und Folgerungen. 
Die lJaminare Reibungsschicht an einer Tragflügelkontur beginnt stets mit einem Stau- 
u U(x . HE 3 Ux L . . . 
punkt U (x) = n E a a un" An ae [Re dr“ bezeichne die mit der Bezugsge- 
schwindigkeit U“ und der festen Länge L gebildete Reynoldssche Zahl). Nach Ab- 
schnitt IV muß also der Anfangswert 4* (0) so gewählt werden, daß H* (4#*)=0 wird (Bild 1). 
Als Anfangsbedingung für die Berechnung der Größe 


a, FR 
2 (x zZ’ (x =—— + Me = 
\ L IL? I s (x) 
hat man also i* (0) 
(0) m: 14). 
\ U’ (0) | 
n. 
ar a EN. Yı/lx n »/Ux 9 - + Fı/Üx . i 
2) Setzt man "= y+ '=z ] , J= I 1—Ndn “ | , Ioa—oN)dn = | „, so genügt £” der 
0 0 
14 4 ze 
Gleichung =” 4 Nee mer —ı) (vgl. [6], [SP und man erhält 4* = m- #2, T*=["(0)-6, *—=—, H’= . ir, 


o m 








N 


Mn = 








XUM 


Z. angew. Math. Mech. . k i : 
Band 24 Nr.5u.61944 Mangler, Impulsverfahren zur Berechnung der laminaren Reibungsschicht 955 





Damit kann die Integration der Differentialgleichung (12) für 2*(*) nach einem der bekannten 
Verfahren (Runge-Kutta, Adams) durchgeführt werden. 

Bild 4 zeigt das Ergebnis der Rechnung für den Fall des Hiemenzschen Kreis- 
zylinders [10] mit zwei verschiedenen Ansätzen für das Geschwindigkeitsprofil. Als Bezugs- 
größen sind in diesem Fall nach Hiemenz die Geschwindigkeit U, — 0,373 Uz und die Länge 
!=0,1025 L (L=Kreisdurchmesser) gewählt. Zum Vergleich ist der Verlauf der Wandschub- 
spannung nach einer strengen Rechnung von Görtler [12] mit eingetragen. Es zeigt sich, 
daß im Gebiet des Druckabfalls der neue Ansatz (B, » = 12), der zwei Grenzschichtbindungen 
erfüllt, besser ist als der Pohlhausen-Ansatz (A, n=3), dagegen ist es im Gebiet des 
Druckanstiegs umgekehrt. Die Lage des Ablösungspunktes ist in allen Fällen fast dieselbe. 


#47 


























Hreiszylinder (Hiemenz) \ | elliptischer Zylinder &=0° 
(Durchmesser L, "2 0373 =91025) U | (Dickenverhöltnis c05 85 °=90872, Umfang 21) 
Öln=12) e 
u 5, 
Jet börrler 7 2 — es 09 
Gortt SI-Z 147 
| 7, N 
| 7 ea! v 
#74, 7 + 08 r7 
| A 
6 Vi 03 
=: 4 N 2” 
>| > . 
Be >; 06 Di 
“ | er / ee | . “ | Bin=72) 
or ‘ rn -— —-Aln=3) 
SS | 
6} - + 4 a —_ a = L 0 
/h " { / 02 c 04 „ 05 76 l 08 09 70 
et kam ann nn / 3 . R N i i a z 
=. U NS f Bild 5. Die Grenzschicht an einem elliptischen Zylinder vom 
0 v . Diekenverhältnis 0,0872 (Umfang 2L, Anstellwinkel «—=00)\, 
g 
8 Aa VER we 4 N > 
[7 
ni \ 
_——— | ee 2 KTOR. 
FR— ——— nn u \ Bild 4 (links). Die Grenzschieht am Kreiszylinder 
- i Ike 92 GL Er ME 4 (Hiemenz [10]). 
/ "WTy ® v ” e kn r ’ r . . r a 
| . 3ild 6 (unten). Die Grenzschicht an einem elliptischen Zylinder 
v 7 2 37,98 5 6 L) 8 (Anstellwinkel « = 49). 
LEER) e 


Um einen Über- 
TUI r — a 1 "ERS un — blick über die Verhält- 


nisse an einer Trag- 











flügelkontur zu bekom- 

Pr men, ist in Bild 5 und 6 

| der Verlauf der Größe 

24 z*(x) zusammen mit 
m der Geschwindigkeits- 
7.40) verteilung 7/ (x) und der 
vr | Wandschubspannung 7* 
- aneinemelliptischen Zy- 
1 linder vom Dickenver- 
| hältnis cos 85° =0,0872 
Pr für die Anstellwinkel 

| a=0°" und a=4° dar- 

7 gestellt. Die Geschwin- 
digkeitsverteilung U (x) 

A 2 oe m GE 0 @r,0 0 07 08 0 70 ist mit Hilfe der kon- 
un l f formen Abbildung be- 


rechnet. Es zeigt sich wiederum, daß beide Ansätze für das Geschwindigkeitsprofil nahezu 
denselben Verlauf der Wandschubspannung und dieselbe Lage des Ablösungspunktes liefern. 
Der Ablösungspunkt liegt auch für a=4" ziemlich weit am Ende der Ellipse, nachdem der 
Druckanstieg bei der Umströmung der Nase schon fast die Ablösung erzwungen hatte. Die 


( 


Schubspannung hat dort ein Minimum. Für den Verlauf von : Re ergibt der neue An- 
j 

satz (B, n=12) im Gebiet des Druckanstieges bis zu 10°/, größere Werte als der Pohl- 
hausensche Ansatz (A, n=3). 

Die Beispiele lassen erkennen, daß das Ergebnis der Grenzschichtreechnung mit Hilfe 
des Impulssatzverfahrens durchaus von dem Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil abhängt, 
auch wenn man sich nicht für die Gestalt des Geschwindigkeitsprofils selbst, sondern nur für 
die in der Impulsgleichung vorkommenden Größen, also die Grenzschichtdicken und die Wand- 
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schubspannung, interessiert. Man könnte vermuten, daß der Ansatz B, der eine Grenzschicht- 
bindung mehr erfüllt als der Ansatz A, die Lösung besser wiedergibt als der Ansatz A. Wie 
die Beispiele zeigen, ist das bei Druckabfall auch der Fall. Dagegen ist bei Druckanstieg 
der Ansatz A unter Umständen vorzuziehen. Für die Lage des Ablösungspunktes liefern 
beide Verfahren offenbar einen zu großen Wert. Jedenfalls kann man bisher nicht entscheiden, 
weleher Ansatz die Verhältnisse bei Druckanstieg am besten wiedergibt. 

Ein weiterer Nachteil aller derartigen einparametrigen Ansätze besteht darin, daß die 
Kurve H* (i*) bei einem bestimmten Wert von 4*>0, der dem Fall Ä—1 entspricht, aufhört). 
Bei genügend starkem Druckanstieg erreicht und überschreitet man aber diesen Punkt bei 
der Integration der Gl. (12), so daß das Verfahren hier versagt. 

Als Ausweg bleibt also, wenn man sich nicht der mühevollen Lösung der Grenzschicht- 
gleichungen selber zuwenden will, nur der Übergang zu einem Ansatz, der mehr Parameter, 
also im einfachsten Falle zwei Parameter, enthält. Dann kann man noch eine weitere Bindung 
(LC) berücksichtigen. Der dabei auftretende rechnerische Mehraufwand dürfte noch erträg- 
lich sein. Will man allerdings durch Erfüllung weiterer Bindungen die Lösung noch besser 
approximieren, was auf eine Annäherung der Potenzreihenentwieklung der Lösung an der 
Wand hinausläuft, so muß man den Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil dann so wählen, 
daß gleichzeitig das richtige Verhalten am Übergang zur äußeren reibungslosen Strömung 
(vgl. [6]) wiedergegeben wird. 

VI. Zusammenfassung. 

Das von Karmän [2] und Pohlhausen [3] angegebene Näherungsverfahren zur Be- 
rechnung der laminaren Reibungsscehicht läßt sich durch Verwendung eines anderen Ansatzes 
ri (Polynom höherer Ordnung) verallgemeinern. Es werden 
zwei Ansätze besprochen, von denen der eine (A) nur eine Grenzschichtbindung, der andere 
(B) zwei Bindungen erfüllt. In Bild 1 sind einige der bei der Integration des Impulssatzes 
notwendigen Funktionen dargestellt, wobei die Zahl der am Übergang zur reibungslosen Strö- 


für das Geschwindigkeitsprofil 


u + URIRDBE 
mung verschwindenden Ableitungen von j zunächst offengelassen ist. Sie wird dann so be- 


stimmt, daß das Staupunkts- und das Blasius-Profil möglichst gut approximiert werden, 
was im Fall A zu dem alten Pohlhausenschen Ansatz führt. 

Dem Vorteil aller dieser einparametrigen Ansätze für . daß die numerische Rechnung 
äußerst schnell durchzuführen ist, steht der Nachteil gegenüber, daß einerseits im Gebiet des 
Druckanstiegs die verschiedenen Ansätze verschiedene Ergebnisse für den Verlauf der Grenz- 
schichtdieke und der Wandschubspannung liefern. Andererseits versagen alle Verfahren bei 
starkem Druckabfall (Umströmung der Nase einer Tragflügelkontur). Als Ausweg wird der 
Übergang zu einem mehrparametrigen Ansatz für das Geschwindigkeitsprofil vorgeschlagen. 
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3) Dasselbe gilt (Bild I) für die Reihe der Hartree-Profile, die mit dem Grenzsehiehtprofil mit größtmöglicher 
Beschleunigung (U/ U. =k (—x L), (x<0); vgl. [6]) endet. 


Eingegangen am 30. 6. 44. 
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Die Verdunstungsgeschwindigkeit von Wolken. 
(Die numerische Integration eines Wärmeleitungsvorganges.) 
Von Kl. Oswatitsch in Göttingen. 


Sieht man von allen Bewegungsvorgängen ab. so stellt das Verdunsten von 
Wolken ein Wärmeleitungs- und Diffusionsproblem dar, bei welchem die 
Tropfen als Wärmesenken und Wasserdampfquellen anzusehen sind. Nach 
Aufstellen des Grundgleichungssystems wird ein numerisches Lösungs 
verfahren angegeben und an einem Beispiel angewendet. 


1. Einleitung. 


Die Verdunstungsgeschwindigkeit einzelner Tropfen sowohl in ruhender als auch in 
bewegter Luft ist weitgehend untersucht [1]'). Beim Verdunsten eines Tropfens tritt dabei 
ein charakteristischer Radius £&, auf (dieser beträgt etwa &;,=0,5 10° 
die Tropfenmasse im wesentlichen proportional mit dem Radius £ des kugelförmig gedachten 
Tropfens verdunstet. Für £<£, hingegen erfolgt die Verdunstung proportional mit 5. Die 
Vorgänge genügen für ruhende Luft folgendem Gesetz [2]: 


em), oberhalb dessen 


AM: 4nED pa-— Pa: 
dt R er ei 
I 


Mi & 


(1). 


Dabei ist M: die Masse eines Tropfens vom Radius £&, f die Zeit, D die Diffusionskonstante 
von Wasserdampf in Luft, R die absolute Gaskonstante, m, das Mol-Gewicht des Wassers, 
T die absolute Temperatur der Luft in weiter Entfernung vom Tropfen, pa und pa: der Dampf- 
druck des Wassers in großer Entfernung vom Tropfen und an der Tropfenoberfläche. 


Der Grund des verschiedenen Verhaltens großer und kleiner Tropfen erklärt sich daraus, 
daß im ersten Fall für den Ablauf des Verdunstungsvorganges in erster Linie Diffusion und 
Wärmeleitung, im zweiten Fall aber Wärmeleitung und molekulare Vorgänge in der Nähe 
der Oberfläche maßgebend sind. 

dM: un 
dt aber noch nicht bestimmt, da der Dampfdruck an der Tropfen- 
oberfläche pa: unbekannt ist. Wir wissen nur, daß pa: gleich dem Sättigungsdruck zur 
Tropfentemperatur T:; ist. Nun muß aber die beim Verdunsten benötigte Verdampfungswärme r 
dem Tropfen durch Wärmeleitung zugeführt werden. Da die innere Energie des Tropfens 
selbst bedeutungslos ist, können wir mit k als Wärmeleitvermögen der Luft schreiben: 


Durch Formel (1) ist 


dıM:; ei 
r EHER Pen A 
dt 
Bezeichnen wir ferner mit p, den zur Lufttemperatur T gehörigen Sättigungsdampfdruck 
und linearisieren wir für die kleine Temperaturdifferenz T: — T die Dampfdruckformel 
N d Ps p ie .) 
Pas Ps r d7 | } >) 


was sicher ausreichend genau ist, so erhalten wir durch Elimination von pa: und T; aus den 
drei Gl. (1), (2) und (3) folgendes Tropfenwachstumsgesetz für ruhende Luft: 


da: InEDia—p) . 
di R r\ ‚Drmadp, , & 


Ma Tg RTarT" € 


(4). 


Dieses Tropfenwachstumsgesetz, dessen Ableitung wir hier nur andeuten konnten, werden 
wir im folgenden benötigen. 

Denken wir uns einen einzelnen Tropfen in rullender Luft von 5° C Temperatur und 
760 mm Hg Druck und nehmen wir an, die relative Luftfeuchte betrüge 60°/,, so können 
wir aus Gl. (4) berechnen, daß rd. 30 s notwendig sind, damit ein einzelner Tropfen mit 
einem Radius von £=2,38: 10°? cm verdampft. Handelt es sich nicht um einen einzelnen 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Schrifttumverzeichnis aın Schluß der Arbeit. 
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Tropfen, sondern um eine größere Anzahl, also um einen nicht gesättigten Nebel, so sind die 
Verhältnisse insofern anders, als mit zunehmender Verdunstung die Temperatur des Nebels 
wegen des Entziehens der Verdampfungswärme abnimmt. Gleichzeitig steigt der Dampfdruck. 
Dies bedingt ein Verlangsamen der Verdunstung, die schließlich auch ganz aufhören kann, 
wenn der Nebel die Sättigungsgrenze erreicht, bevor alle Tropfen verdampft sind. Zum Er- 
reichen des Endzustandes wird in diesem Fall etwas mehr Zeit als beim Verdunsten eines 
einzelnen Tropfens benötigt. 

Aus diesem letzten Beispiel lassen sich aber im allgemeinen noch keine Schlüsse auf 
die Verdunstungsgeschwindigkeit natürlicher Nebel ziehen. In der Natur hat man es meistens 
mit verhältnismäßig gesättigten Nebeln zu tun, die von Luft geringerer relativer Feuchte um- 
geben sind. Am Rand geht dabei etwa ein Wärmetransport in Richtung auf die Wolke und 
außerdem noch ein Transport von Wasserdampf vor sich, was zu einer Verdunstung der 
Wolke führen muß. Die Austauschvorgänge können dabei durch turbulente Strömungsvorgänge 
stark gefördert werden, doch sind diese rechnerisch schwer zu erfassen. 


Wir wollen uns hier mit dem einfachen Fall befassen, daß Strömungsvorgänge aus- 
geschlossen und die Austauschvorgänge lediglich durch Wärmeleitung und Diffusion gewähr- 
leistet seien. Auch das Absinken der Tropfen infolge ihrer Schwere bleibe unberücksichtigt. 
Es handelt sich also um die Lösung von Wärmeleitungs- und Diffusionsproblemen, wobei der 
Raum noch mit Quellen belegt gedacht ist. 


2. Grundgleichungen. 


Wir begnügen uns mit einer Ortskoordinate & und betrachten einen Zylinder mit x als 
Achse und der Flächeneinheit als Querschnittsfläche. Die der Raumeinheit (= Längeneinheit) 
. r. a En % (,OT\. i 
zugeführte Wärmemenge, d. i. die Abnahme des Wärmeflusses: N (k N ) ist dann gleich der 

x 3 


Zunahme der Enthalpie der Raumeinheit in der Zeiteinheit oc, Ar vermehrt um die Ab- 


nahme des Produktes von Verdampfungswärme und Wassermenge in der Raumeinheit. Nehmen 
wir an, es befänden sich eine konstante Zahl n gleichgroßer Tropfen von der Masse M: in 
der Raumeinheit, so erhalten wir also die Gleichung: 

Ö ( Ö 4 oT o M: 


=0C u 
dx : ? 98 Of 


dx 
Sowohl Wärmeleitvermögen k als auch Diffusionszahl D sei im folgenden als konstant voraus- 
gesetzt. Wir erhalten dann: 

oT ke&T r oM: 


— n (B). 
9 09 0% BL 


Genau genommen ist nicht die Anzahl » der Tropfen pro Volumeneinheit, sondern die Anzahl 
der Tropfen pro Masseneinheit des Nebels als konstant anzusehen; doch ist die Anderung 
von n durch Verdunsten der Tropfen unbedeutend und vernachlässigbar. 


Eine ganz entsprechende Gleichung wie für die Wärmeleitung erhalten wir für die 
Diffusion. Diese Gleichung könnten wir für unsere Rechnung gerade so gut für die Dampf- 
dichte wie für den Dampfdruck hinschreiben. Für letzteren erhalten wir folgendes: Die Ab- 


) 
nahme der Tropfenmasse in der Raumeinheit —n 34 bedingt eine Zunahme des Dampf- 
( 


i i - 0. Ma IP : ö 
druckes in der Raumeinheit von der Größe RB n z und außerdem eine Abnahme des Massen- 
i C 


flusses, so daß wir in Analogie zu (5) finden: 


Di) Pa , "pa AT Ö M: 


Öf dx? Ma F (6) 


Die Gl. (5) und (6) gehen einerseits für gleichbleibende Tropfenmasse M: in die Wärme: 
leitungs- und Diffusionsgleichung über, andererseits stellen sie bei verschwindender Ableitung 
nach x den Vorgang des gleichmäßigen Verdampfens eines Nebels im ganzen Raum unter 
konstantem Druck dar. Zusammen mit Gl. (4) für die Verdunstungsgeschwindigkeit der 
4 ta 
Tropfenmasse M:= 3 


€ 


0Ow .(0w Dichte des Wassers) geben sie uns eine sehr genaue Be- 


schreibung des Problems des Wolkenverdunstens bei ruhender Luft. 
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Wir wollen im folgenden auch die Verdampfungswärme und die Temperatur auf der 
rechten Gleichungsseite von (6) als konstant ansehen. Dies ist nur folgerichtig, nachdem wir 
die gleiche Annahme für D und k gemacht haben. Dann können wir unter Verwendung der 
idealen Gasgleichung für Luft schreiben: 


a Pa Ma Ps Ma 
n&D n | = — -) 
pP 


no M: Ben m p m 
u ’ (4,) 
o 08 o ot e ‚Dr ma dps); I 
EEE BLATT: 
c,T k %® c,T noeM: s 
ot r 0Cy 0x r o ot 1 
Ö Ma Pa O0? Mapa no MM: 6) 
Pr (5,). 
otmyp oa’ mp o of ’ 
Im allgemeinen unterscheiden sich a?, das Quadrat der sogenannten Temperatur- 
{=} ( 14 
a - 
D 


leitfähigkeit a, und die Diffusionskonstante D nur wenig. Bei Luft beträgt ihr Verhältnis 
a” i ' RER a 
unter normalen Bedingungen D’ 0,89. Setzen wir das Verhältnis gleich der Einheit, so er- 


CT, maPpa 

"mp. 
leitungsgleichung. Diese Tatsache scheint allerdings für die praktische Rechnung nicht ver- 
wertbar zu sein und soll daher im folgenden auch nicht angewendet werden. Wir wollen 
unser Gleichungssystem noch etwas einfacher schreiben und führen zu diesem Zweck einige 


a ’ rn 4 1 ” m... ) } 
neue Bezeichnungen ein. Wir setzen 3 r er Auf jeden Tropfen entfällt ein bestimmtes 


füllt, wie den Gl. (5,) und (6,) leicht zu entnehmen ist, die Funktion lie Wärme- 


Luftvolumen. Die Kugel mit diesem Luftvolumen als Inhalt hat dann ! als Radius. Wir 
können 21 auch als mittleren Tropfenabstand bezeichnen. Das Verhältnis von Tropfen- 
volumen zum entsprechenden Luftvolumen bezeichnen wir mit spezifischem Nebelvolumen 


2 M: P* e . er Mapa MıPs i j 
= ---, Ferner setzen wir # = — = al und p, = 2: . Die unabhängigen 
EM l r m p m p ‘ 
a P’ou 
3 
a > Er ve 
Veränderlichen x und # machen wir folgendermaßen dimensionslos: j-® und Pat und 
setzen: 
3 0° 1 n 
er 
z— — 3: —- 
k RTd1I I 
Dann können wir unser Gleichungssystem wie folgt schreiben: 
AV 
( [#) 
‚= —-F(V)d 0 ar ei EM 
dt Ow ‚(9 / 2 
k 
04 oc, oO’ 
ei ys F(V)« U era a ee 
ot Dar“ Zu d; 
) y? 
og 0°q u . 
AZ Ir? F(V)(g 7 ee EG 


Wir haben nun also drei Gleichungen für die Unbekannten V, 9, und 9:9, entspricht ja dem 


' Drmıdp, 
Dampfdruck und hängt dementsprechend nur von # ab. Die Ausdrücke (1+ LE; ze 17). 
\ ı ı 
Ex w ..: R Din heat 0 . \ 
2 2 /» und - sind Konstanten, die im Spezialfall also durch Zahlenwerte zu ersetzen sind. 
e%p g 


Obwohl wir unser Problem in eine verhältnismäßig einfache Form gebracht haben, 
kommt es wohl kaum in Frage, die Aufgabe analytisch zu lösen. Im folgenden soll aber eine 
numerische Lösung des Gleichungssystemes gegeben werden. 
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3. Numerische Lösung des Gleichungssystems. 


Unsere Aufgabe ist die Lösung eines Anfangswertproblems. Zur Zeit !=0 ist eine be- 
stimmte Temperaturverteilung # (x), Dampfdruckverteilung (x) und Verteilung des spezi- 
fischen Nebelvolumens V(.xr) gegeben. Wir fragen uns nach der Verteilung in einem späteren 
Zeitpunkt. Mit Hilfe von Gl. (4,) können wir V sofort zur Zeit # + .d#’ berechnen, wenn y, 
® und V zur Zeit f’ bekannt sind. Bezeichnen wir die Schrittgröße in Zeitrichtung mit y, 
so ist 

Vi, +9)=Vle’,t)+ FIN Peer 9 >: A). 
O 
Die an die eckige Klammer angefügten Indizes bedeuten dabei, daß die Funktion im Zeit- 
punkt !’ an der Stelle «’ zu nehmen ist. 

Um den Zuwachs von # und g mit der Zeit berechnen zu können, brauchen wir außer 
der auf der rechten Seite stehenden Funktion F(V)(g —9,) noch die zweiten Ableitungen 
von ® und @ nach der Ortskoordinate. Wir wollen im folgenden die Differentiationen nume- 
risch durchgeführt denken. Zu diesem Zweck nehmen wir zur Zeit f’ die Werte von 9 und g 
in bestimmten Punkten, deren Ortskoordinaten sich um ein Vielfaches von h unterscheiden 
mögen, als gegeben an. Die zweite Ableitung von # im Punkte x’, können wir dann 
gleichsetzen: 


0 ı [(d(&’-+H, t’) (a, f) Ida.) la h,f’)] 
li er hı h h 
(S). 
El (HH hM) + a Ah) — 29 (8’,t') 
Wenn h nicht zu groß gewählt ist, gibt diese Formel eine recht 4 
gute Näherung für den zweiten Differentialquotienten im Punkte «’, f’. 
Sie ist identisch mit der zweiten Ableitung einer Parabel in diesem 
Punkte, die wir uns durch die Punkte Pl(x’ ht’), d(x’,t) und 4 
»(x’+ h,#’) mit senkrechter Achse gelegt denken (Bild 1). : 
Für die folgenden Rechnungen wollen wir der Einfachheit halber 
die Funktionen im Punkte x’, !' ohne Index schreiben. Die Werte in Pie A 
den Punkten .’+h, x’ — h und f’—+g seien durch die Indizes +hundg %, . ; - 


gekennzeichnet. Es ist also Ar’ +h,)=9,, Ha’+ht' H)=H,,u ER 
( ryp ( r: on - pp . ee Bild 1. Skizze zur Rechen 
und 9a’, -+g)=%,. Wir können (5,) dann als Differenzengleichung ah 
wie folgt schreiben: 
PR. PR Pr ie a 
7] + ID „ln +9 h 29)+F ( l I(q V)g . . . . . . (93). 


} 
oc,| 


Ganz Entsprechendes gilt für die Gl. (6,): 
7 ” w ' 
79 try [4 ron 2o] F(l I(q a A ee u (6,). 


Die Gl. (4,), (5,) und (6,) gestatten uns also, die drei Funktionen V, # und g an einer Stelle 
x’, #+g zu berechnen, wenn sie an der Stelle (.’ —h, ’), (@’, #) und («’+h,t’) gegeben sind. 
Fraglich allerdings bleibt die Genauigkeit der Methode. Doch haben wir in der Wahl der 
Zahlen h und g noch die Möglichkeit, die Genauigkeit zu beeinflussen. 

Während (4,) einfach der Integration einer linearen gewöhnlichen Differentialgleichung 
1. Ordnung entspricht und Schwierigkeiten daher hier nicht zu erwarten sind, sind die Ver- 
hältnisse bei den Gleichungen vom Typ der Wärmeleitungsgleichung (5,) und (6,) anders. 
Hier steht nämlich einer zweimaligen Differentiation in der »’-Richtung stets nur eine ein- 
malige Integration in der f’-Richtung gegenüber und man sollte daher meinen, ein irgendwo 
auftretender Fehler müßte sich im Laufe der Rechnung immer stärker bemerkbar machen. 
Dem steht allerdings gegenüber, daß Gleichungen vom besprochenen Typus die Eigenschaft 
haben, bei sehr verschiedenen Anfangswerten (=) denselben Endwerten (’—=x) zuzustreben, 
was sich auch für das Ausgleichen auftretender Rechenungenauigkeiten günstig auswirken 
müßte. Um dies zu untersuchen, wollen wir uns die Frage vorlegen, wie klein g und h zu 
wählen sind, damit ein einmal auftretender Fehler die Rechnung möglichst wenig stört. Wir 
schreiben kurz F(V)-(p — 9,)=b und nehmen an, daß die Werte zur Zeit f’ in allen Punkten 
genau stimmen, lediglich im Punkte .«’,t’ sei anstatt des Wertes # der Wert #+6. Dieser 
Fehler ö im Punkte x’,t’ kann sich zur Zeit ? +9 lediglich in den Punkten (= — ht’ +9), 
(x’,#’+g) und (x’+h,t’+ 9) bemerkbar machen. Wir finden: 
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( 
) h,g > d_n + a° Ag [d +0+-9 > 2» n] bh n'9 
( ( 
J Br a? - 1 ro sh 7 29 n] Hb hg ra’ nd, 
° ® I” 
( 
F, +9 + u? 7 [9,. Hd_, 29 = o] +bg 
2 
(9). 
[ q\ 
3+ a’ n [Yu + 9_1 29) +byg [1 2a” 1,)0, 
fi 
On, =dı +6” nr [d; u -9 +0 4 ®] +b,g 
’ ER? p ( i “| 
r, r 0" n? 9; ae ii I] 3 9] -+ b,, gr h fh} 





Wir sehen, der Fehler d im Punkte x’, f’ verursacht in den Punkten («’ Rh, +g), («’,t’+g) 

‚ \ 9 =. 
und (x=’-+h,!’-+g) Fehler vom Betrag a’ 70: 1 2a, 
Summe der Fehler nach einem Schritt ist also stets gleich d und man kann zeigen, daß auch 
nach mehreren Schritten die algebraische Summe der Fehler stets gleich ö bleibt. Dies ist 
aber noch nicht befriedigend, denn die tatsächlichen Fehler können beträchtlich dadurch an- 
wachsen, daß sie in den einzelnen Punkten mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten. Wir 
wollen daher die Forderung stellen, daß die Summe der Fehlerquadrate bei + g beim Auf- 
treten eines einzigen Fehlers ö bei f’ ein Minimum sein möge. Wir finden: 


)o und .. ö. Die algebraische 


g H1 20° \- g_ | 


d° |2a* mi Minimum mit der Lösung a? 7; 
! En 


__ 


er ) : ae \ u 
Der Fehler d im Punkte x’, f’ ergibt also nach einem Schritt einen Fehler von je > in den 
.) 
drei mit Fehlern behafteten Punkten. Dies deutet darauf hin, daß man mit einem guten Er- 
folg der numerischen Integration rechnen kann. 


Es mag merkwürdig erscheinen, daß unsere Überlegung über die Fortpflanzung des 
Fehlers lediglich eine Bedingung für das Verhältnis von g und A? gibt. Dies bedeutet aber 
noch nicht, wir könnten nun k und hiermit auch g beliebig groß wählen. Diesbezüglich sind 
wir dadurch gebunden, daß uns bei Wahl eines zu großen k die Formel (8) für die zweite 
Ableitung keine gute Näherung mehr darstellt. 


Wenn unsere Betrachtung auch keine exakte Aussage über die richtige Wahl der 
Größen y und Ah darstellt, da sich im allgemeinen ja mehrere Fehler überlagern, so gibt sie 
uns für unsere Rechnung doch einen wichtigen Fingerzeig. Bisher war es üblich, bei der 

BR Mi “ ’ u. 
gewöhnlichen Wärmeleitungsgleichung a’ ;—=7z zu setzen [3], weil dadurch die Rechnung 


vereinfacht wird. Man erhält dann nämlich: 


l 
d,=5 (du +9_ı)+bg. 


Ob eine ähnliche Überlegung wie unsere über die Wahl von Pr bisher gemacht wurde, 
- 2 


ist uns nicht bekannt, doch scheint sie uns für die Anwendbarkeit des Verfahrens wichtig. 
Die Methode wurde an der exakten Lösung der gewöhnlichen Wärmeleitungsgleichung (b — 0) 
für das Ausgleichen eines Temperatursprunges mit der Zeit erprobt. Es wurde a’— 1 gesetzt 


l . - . . . “og 
und in 0,40 angenommen, nämlich g= 0,10 und A=0,50. Mit überspringenden Differenzen 


wurde nicht gearbeitet, da man ohnehin an ziemlich kleine Werte von g gebunden ist. Nach 
25 Schritten in Zeitrichtung betrugen die größten vorkommenden Fehler bei Verwenden von 
rd. 20 Gitterpunkten in Ortsrichtung etwa 1 des anfänglichen Temperatursprunges. Es 
zeigte sich also eine sehr zufriedenstellende Übereinstimmung der schrittweise berechneten 
mit den exakten Werten. 





z . e ee e e Z. angew. Math. Mech. 
262 OÖswatitsch, Die Verdunstungsgeschwindiekeit von Wolken Bands Nr.5 1.6,1944 





Danach darf man also auch für a? pr . gute Resultate erwarten, zumal sich auch hier 
ein Fehler stets mit gleichem Vorzeichen überträgt. Wir sehen aber auch, daß eine weitere 
Vergrößerung des Zeitschrittes y gegenüber der Ortsmaschenweite h eine recht ungünstige 
Auswirkung hätte, da nun ein einmal gemachter Fehler nach einem Schritt sowohl mit posi- 
tiven als auch mit negativen Vorzeichen auftritt. Dies führt zu einem Anwachsen der 
Fehlerquadrate. 


4. Ein Beispiel. 


Denken wir uns Nebel mit einem Wassergehalt von 1 g pro m’ bei 0°C und bei einem 
Druck von p= 760 mm Hg durch irgendeine wärme- und feuchteundurchlässige Wand von 
Luft mit 60° Luftfeuchte bei 10°C getrennt. Der Nebel sei bereits vor längerer Zeit ent- 
standen, so daß wir die Luft als gesättigt ansehen können. Der weitaus überwiegende Teil 
der Wassermasse des Nebels wird sich auf die großen Tropfen konzentrieren [4]. Wir wollen 
n — 10 Tropfen pro em* von der Größe ©=2,88 . 10°* cm annehmen. Die allenfalls noch vor- 
handenen vielen kleinen Tropfen mögen wegen ihrer Bedeutungslosigkeit für den Wasser- 
gehalt unberücksichtigt bleiben. Zur Zeit ?=0 möge nun die Trennwand entfernt werden. 
Dann wird sich zunächst ein reiner Wärmeleitungs- und Diffusionsvorgang abspielen, bis in 
den Randzonen ein so starkes Abweichen vom Sättigungszustand erfolgt, daß wesentliche 
Wassermengen zu verdunsten beginnen. 


Hier hat unsere Rechnung mit den Formeln (4,), (5,) und (6,) einzusetzen. Wir ver- 
legen die Trennungswand an die Stelle «’=0, den Nebel zu negativen und die Luft von 60 °/o 
relativer Feuchte zu positiven Werten von x’. Bei großen positiven und negativen x’- Werten 
sind dabei die Werte von V, d und o für € = +» so lange einzusetzen, bis sich aus der 
Rechnung ein Abweichen von diesen Werten ergibt. 


14 i , cal „„.„eal ee 
Wir verwenden folgende Zahlenwerte: e,„=0,240 —  —,; r=59 —; p=760 mm Hg; 
® g Grad g 
>” 8 I ) 4 IRQ 4 7 . oe . 
o=12% -10"' =: ml m=2838 . Ferner setzen wir Diffusionskonstante und 
. cm’ Mol Mo 


r 
Temperaturleitfähigkeit der Einfachheit halber gleich nämlich: 


cm? k 
D= 0204 


OC 


lee \ ö er & em? 2 
während richtig eigentlich D= 0,216 —— und a’?=0,19%2 —— gesetzt werden müßte. Aus 
- Ss ’ 


unseren Annahmen errechnen wir für den halben mittleren Tropfenabstand ! und für das an- 
fängliche spezifische Nebelvolumen V 


!=0,2885 em und V (#’<0,f = 0) = 1,00: 10°. 


Für die praktische Rechnung empfiehlt es sich, von den Werten 9 und g das arithmetische 


i R ; 1 i 
Mittel der Werte in «= +», alo —(d,;.+%-,.) und > (pi. + 9-x=) abzuziehen. 


Dann ist für 


!=0; «<0:7T=273°; pa=ps=458mm Hg; = — 0,00202; 
Y—= ps = — 0,0039 


und für 
!=0; 2>0:T7T=2383°; pa=552mmHg; = + 0,00202; 


go — + 0,00039. 


Diese Werte gelten im übrigen für alle Zeiten entsprechend auch für #= + ©. In unserem 
Beispiel diffundiert Wasserdampf also in die Wolke hinein, da diese eine geringere absolute 
Feuchte hat als die angrenzende Luft. Trotzdem verdunstet die Wolke eben wegen ihrer 
größeren relativen Feuchte. Wir hatten ferner: 


B) 


z<—=x«1=0288x em und Et: D ’=0407 fs. 








u 


a, ea u 


 } 


u 
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Bild2. Anderung des Verlaufes des spe 
zitischen Nebelvolumens mit der Zeit. 


Bild 3 (rechts). Änderung des Temperatur 
verlaufes mit der Zeit 


Bild 4 (reehts unten). Änderung des Dampf 
druckverlaufes mit der Zeit 


Bild 2, 3 und 4 zeigen die 
Resultate. Als Abszisse ist sowohl 
die dimensionslose Länge x’ als 
auch die Länge x in cm angegeben, 
entsprechend wurde in Bild 3 und 4 
außer d und g auch noch als Or- 
dinate die Temperatur in Grad 
Celsius und der Dampfdruck in 
mm Hg aufgetragen. Die Bilder 
zeigen Wassergehalt-, Temperatur- 
und Dampfdruckverlauf in den Zeit- 
punkten 0; 1; 2,5; 5 und 10 min. — er ,, 

Außerdem sind Temperatur- und ' 

Dampfdruckverlauf für ? = 10 min 

unter der Annahme verschwindenden Wassergehaltes (gestrichelte Kurve), also die Lösung 
des gewöhnlichen Wärmeleitungs- und Diffusionsproblems eingetragen. 

Wir sehen, daß die Temperatur, wie erwartet, im Sinne einer Abkühlung gegenüber dem 
reinen Wärmeleitungsvorgang und der Dampfdruck im Sinne einer Druckerhöhung gegenüber 
dem reinen Diffusionsvorgang verschoben ist. Die letzteren Kurven zeigen an der Grenze des 
Nebels (V=0) einen deutlichen Knick. Die Nebelgrenze (Bild 2) schiebt sich außerordentlich 
langsam vor. 

Den Bildern ist also zu entnehmen, daß die Auflösung von Wolken durch Diffusion 
und Wärmeleitung in der Natur, wo Vorgänge von so kleinen Dimensionen gar nicht inter- 
essieren, keine Rolle spielt. Daraus erklärt sich auch das lange Verharren von Kondens- 
fahnen bei Windstille. Der hier behandelte Vorgang kann darnach nur bei Versuchen in 
kleinen Dimensionen von Bedeutung werden. 

Trotzdem erschien uns die Lösung des Problems lohnend, da wir dadurch einerseits 
einen Einblick in die verwickelten Vorgänge des Verdunstens von Wolken gewannen, anderer- 
seits aber eine Methode zur Lösung schwierigerer Wärmeleitungs- und Diffusionsvorgänge 
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Grenzen der Grenzschichtbeeinflussung. 
Von J. Pretsch in Göttingen. 


Es wird die Gesamtheit derjenigen ähnlich verlaufenden Geschwindigkeits- 
verteilungen in der laminaren Grenzschicht exakt ermittelt, die sich bei 
starkem Absaugen oder Ausblasen asymptotisch einstellen. 


Der Gedanke, die Grenzschicht an einem umströmten Körper durch Absaugen oder Aus- 
blasen von der Wand her zu beeinflussen, ist so alt wie die Idee der Grenzschicht selbst 
und von L. Prandtl in seiner grundlegenden Arbeit [1]') bereits 1904 geäußert worden. Es 
sind seitdem besonders in jüngerer Zeit viele Versuche unternommen worden, um die tech- 
nische Durchführung dieses Gedankens zu entwickeln und für die Luftfahrt nutzbar zu machen; 
hierbei handelt es sich durchweg um eine geringe oder mäßige Beeinflussung der Grenzschicht. 
Es verdient jedoch auch ein gewisses Interesse aufzuzeigen, innerhalb welcher Grenzen sich 
die Geschwindigkeitsverteilung in der laminaren Grenzschicht ändern kann, wenn diese Be- 
einflussung durch Absaugen oder Ausblasen sehr weit getrieben wird. Dieser Frage ist die 
vorliegende Mitteilung gewidmet. 


Die Prandtlschen Grenzschichtgleichungen lauten für die ebene Strömung: 


ou du .dU u ' 
u +v Z— (l) 
x 107] d.e oy’ 
DZ or ' 
r ( Eee Be Dr Eh FE 
dx 0y 
mit den Randbedingungen: 
y=0d:u=0; v=n,l0); yyBRe>rao:u=h. . . . 0 


Hier bezeichnet « die Geschwindigkeitskomponente tangential zur umströmten Wand und v 
die Komponente normal zu ihr, U die Potentialgeschwindigkeit, x die Bogenlänge und y die 
Normale zur umströmten Kontur; ferner bedeutet » die kinematische Zähigkeit und Re die 
Reynoldszahl. Die Normalgeschwindigkeit an der Wand v, nehmen wir kontinuierlich ver- 
teilt an und setzen sie positiv für Ausblasen, negativ für Absaugen. 

Bei stärker werdender Absaugung (v,>— x) wird die Grenzschicht immer dünner, so 
daß es zweckmäßig erscheint, statt des Wandabstandes y eine neue Veränderliche einzuführen, 
die das Bild dieser Grenzschicht sozusagen vergrößert. Wir setzen deshalb die neuen Ver- 
änderlichen in der Form an: 


yv,(a) 
[7 = & _ { : 5 ; 5 5 ; - AN, 
. 
wobei & dimensionslos ist. 
Mit den Differentiationssymbolen : 

OÖ OÖ Edv, Ö Ö vo ® 
1” # - . re Ve +) 

0x 0o v, do dE oy v 08 


geht die Differentialgleichung (1) dann über in die Gleichung: 


du EZudv,du du \ du Edvdu 1: ou ‚dU „du 6 
u + +5: \IS+ z)dE z + 3». . (6) 
do v, do 0 0 )\0o ",do N v 0E do  vr0o& 
u 
und für 0», >» in die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung für «: 
du du 2 
"Tr ” (‘) 
dz ds 
mit den Randbedingungen: 
Ee=-0d:4u=Vd; >o:u Ba EN Er RT ar Fa 


1, Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Sehrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit 
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Ihre Lösung wird durch das 
sogenannte „asymptotische Ab- 
saugeprofil* dargestellt (Bild1): 


u iR - Y ®, 


; H) 
77 ae „— 9, 


dessen Form L. Prandtl nach 
einer mündlich gemachten Mit- 
teilung selbst schon lange be- 











kannt war. Es ist später von 0. ! 2 £ 3 Bee 
H. Schlichting [2] bei der Bild 1. Das asymptotische Absaugeprotil. 


Untersuchung der Grenzschicht 

an einer ebenen Platte mit kontinuierlicher Absaugung wieder entdeckt worden. Aus der 
hier gegebenen Herleitung erkennt man jedoch, daß das Profib (9) unabhängig vom Druck- 
gradienten der äußeren Strömung für große Absaugemengen in jeder laminaren Grenzschicht 
die asymptotische Geschwindigkeitsverteilung darstellt. 

Wir betrachten nun eine Grenzschicht mit ständig zunehmender Ausblasegeschwindigkeit 
(*,>+x). Durch die zugeführte Flüssigkeitsmenge wird die Grenzschicht immer dicker, so 
daß wir statt des Wandabstandes ,y eine neue Veränderliche einführen wollen, die das Bild 
dieser anschwellenden Grenzschicht verkleinert. Wir unterscheiden im Hinblick auf eine 








; R dU dl 
spätere Anwendung die beiden Fälle 4, #0 und d 0. 
My x 
Im ersten Fall setzen wir: 
yaU 
o=2; &=2 (10), 
vd 
wo £, dimensionslos ist. 
Mit den Differentiationssymbolen: 
Ö Ö Lv, d a. Ö Ö I1dUd® im 
0x do dUdo\n,do/)dL’ dy v,do®Z, 
do 
geht die Prandtlsche Differentialgleichung (1) in die Form über 
1 
du , Z,uv, d id at du "fu Zu,d/l re 1: 
u + : "ur Tr; +- Lt: 
00 dU do\v,do)dL, 9/, 0o dUdoWw, do)®L, ß 
do i do 2). 
0 
dUdu dU v ud ga 
+ = +3 15 
do od/L, do v\do)dG 
u RU i 
Im zweiten Fall d =(0, U: const; setzen wir: 
xc 
yU 
6=z2: =! DE en een > NE SE 
x ®, Lu 
mit 
OÖ OÖ FR: d/1 Bi) OÖ U od 14) 
= £,v,0 ; = = ( 
ox do do r AR 6,’ dy v,0odL, 
und erhalten aus (1) die Gleichung: 
du _ d 1 \du DET 12 r ee; 1 U du v /(U\9?u 15 
u T(6,0Uv a x (,60V 210.7 > RC (- > »). 
a  < wi 72 BL, )\iäs* "m ern Pi Pe 153%, alo)aıa 
v0 
Für v2! >x kann man nun das letzte Glied in (12) bzw. (15) vernachlässigen oder, was 


h . r i ER ‚ a Oo’ u 
auf dasselbe hinausläuft, in der ursprünglichen Gl. (1) das Reibungsglied v \ r weglassen. 
3.5 
Dann lautet die Bewegungsgleichung einfach: 
du du du ‚dU 
=u v =I WIE EEE IN FT 
0x 0Y dx 
Bei starkem Ausblasen spielt also die Reibung keine Rolle mehr; die Grenz- 
schicht, die jetzt nicht mehr den Namen „Reibungsschicht“ verdient, entwickelt sich allein 
unter dem Einfluß des Druckgradienten und unabhängig von der Zähigkeit als eine reine 
Konvektionsströmung. 
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Von einem asymptotischen Ausblaseprofil kann man in Analogie zum asymptotischen 
Absaugeprofil hier ebenfalls nur sprechen, wenn die Geschwindigkeitsverteilung für v,>x in 
geeigneter dimensionsloser Auftragung nicht mehr von der Bogenlänge abhängt, wenn sie, 
wie man sagt, „ähnlich“ verläuft. An der undurchlässigen Wand, d. h. bei fehlender Beein- 
flussung, ist die „ähnliche* Entwicklung eines Grenzschichtprofils nur für besondere Klassen 
von Druckverteilungen möglich, die W. Mangler [3] vor kurzem in ihrer Gesamtheit unter- 
sucht hat. Wird die Grenzschicht durch Ausblasen (oder Absaugen) beeinflußt, dann ist die 
Ähnlichkeit der Geschwindigkeitsprofile nur aufrechtzuerhalten, wenn auch die Verteilung 
der Normalgeschwindigkeit an der Wand vr, (x) eine besondere durch diese Druckverteilung 
bestimmte Form hat. Unter den von W. Mangler angegebenen Potentialgeschwindigkeits- 
verteilungen gibt es nun wiederum einige, zu denen für starke Ausblasemengen ein asym- 
ptotisches Geschwindigkeitsprofil existiert: es sind dies die folgenden: 


> 


U= const [2a — Pax] —’ x=0 für 2aß; 17 
.— 1). 
a=+1; p>0; P722 oder a=0; +1 oder «a 1; B 05) 
Zu dem in (17) ausgeschlossenen Fall «=1; # = 2 gehört die Potentialgeschwindigkeit: 
Vie . . . | in cd u Me 


Die entsprechenden für die Erzeugung ähnlicher Grenzschichten mit Absaugen oder Ausblasen 
erforderlichen Normalgeschwindigkeitsverteilungen »,(x) an der Wand sind: 





” Tr A +1; p > (0: B>22 oder 
en u | 2a—p)x’ a: I; B>0B; 
‚dv 
o=-0./3 2, usb Se >. 
- 7 
5 Uv 
7 C,] _ a=0; Pi 
Die asymptotischen Ausblaseprofile 
u ö | l 
5 Min: «£ 3 &, oder £ Dur nenn. (20) 


selbst erhält man aus der Prandtlschen Grenzschichtgleichung (1), die mit dem Ansatz (20) 
in die Form übergeht: 


ah, rd i-)=0; a=rti. ....:.:2:2:.:.: U 
mit den Randbedingungen: 
Zei EU Se ee KON 
oder 
Bien Bei ae a + 
mit der Randbedingung: 
EEE. ee ee 


Die Lösung von (23), (24) stellt das asymptotische Ausblaseprofil zwischen ebenen konver- 


genten Wänden dar: 
u 


ji een Je. » . Br Ash ni . (25). 
Die Lösung von (21), (22) wird gegeben durch: 
ho 
dh, u 


n . za. R 9% 
4 \ ' | ( ah)?“ 3" Mi J 1 (— ah,) ; A +1 nic 


Für gewisse rationale Werte von 5 erhält man einfache analytische Ausdrücke für das 
asymptotische Geschwindigkeitsprofil A, (£) oder seine Umkehrfunktion £ (h}): 





a=]T; p=0 r n=0; 
3 I : ’ Era 60,5 #0; ZT 
Pa % 10h, tz Tr ht); 
[9 rd 
ni u Eh, ar 
pP r} =, u + 5% 7% E 
RE. ii 
P=g 6m +); 
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1 1,48 a 3 ; 
P=3 E 5 hi 2 ( ıvyi—h’+ = arc sin h, 
| u 
pP a t|ı, . 
N. a Be 
P=5 E 5 (h,yil hi’ + arc sin hi); 
| 1 
) > h, > “ 
p=1 h.=emL; (27) 
2 on 13 I+h, a 
) 1.5 C : 5) F (k. yp): cosg 3121 n,’ l sın 9 : 
N Oo - l ’ ß - 0 
ßp=2 Rz of k,y); «cosg h,; k=sin45 
( ) J > : 
N | | % vyi+E 
: 1 _ h\, 1 I+h} 
PFERD EFT 





Hier bezeichnet F(k,g) die Legendresche Normalform des elliptischen Integrals erster 
Gattung. Das Profil füra=—1; #=0, hat eine unendlich große Verdrängungsdicke und 
ist deshalb nicht mehr als eigentliches Grenzschichtprofil anzusprechen. 

In Bild 2 sind die durch (25) und (27) gegebenen asymptotischen Ausblaseprofile über 
dem dimensionslosen Wandabstand £,=PZ dargestellt. Es fällt sofort ein charakteristischer 
Unterschied der Profile für a=1; 
P<0,5 einerseits und a=1, $ >05 | 





oder «=0: a=—.1 andererseits auf. | 

Die letztgenannten konkaven Profile or r 2 

laufen mit der Tangente Null in den SE HA8R +2 
SS: oo 9 x 


r u 
Wert —], die erstgenannten kon- 


» u 
vexen Profile dagegen haben an der y @-0,8-1 


’ 








".1n.1 
Stelle 7 —1 einen Knick, da sie sich „. u ir | "4" 08 
dem Wert 1 mit unendlich steiler 
Tangente nähern. Dieses verschieden- 
artige Verhalten hängt damit zu- 
sammen, daß die asymptotischen Aus- 
blaseprofile für a<1 oder a=1; °°“* ” der u. u 2. 


P >0,5 bei keiner noch so großen Aus- jild 2. Die asymptotischen Ausblaseprofile. 
blasegeschwindigkeit einen Wende- 

punkt besitzen, bei a=1, #<0,5 jedoch der Wendepunkt, der bei einer gewissen von Null 
verschiedenen Ausblasegeschwindigkeit gerade an der Wand liegt, mit wachsender Ausblase- 
geschwindigkeit immer weiter in die Strömung hinausgeschoben wird und für »,>x in die 
Knickstelle des Profils rückt. 

Da nach Untersuchungen von W. Tollmien [4] das Auftreten eines Wendepunktes im 
Innern einer Laminarströmung stets eine hohe Instabilität gegenüber Störungen, d. h. eine 
starke Umschlaggefahr mit sich bringt, bedeutet der erwähnte Unterschied, daß auch bei 
sehr starkem Ausblasen, das stets instabilisierend wirkt, die ähnlichen Geschwindigkeits- 
profile für die Druckverteilungen «a=1; #? >05 und a=0, a=—1 verhältnismäßig stabil 
sein werden. 
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Impuls- und Wärmeaustausch in freier Turbulenz. 
Von H. Reichardt in Göttingen. 


Aus den Bewequngsgleichungen folgen Beziehungen über den Zusammen- 
hang zwischen dem Austausch des Impulses und der Wärme in freier 
Turbulenz. Dieser Zusammenhang wird an den Beispielen des ebenen Nuch- 
laufes und des ebenen Freistrahles auf Grund ron Experimenten im ein- 
zelnen untersucht. 


l. Einleitung. 


Die turbulente Strömung ist dadurch gekennzeichnet, daß einer mittleren Strömungs- 
bewegung unregelmäßige Schwankungsbewegungen überlagert sind. Diese Schwankungs- 
bewegungen haben eine starke Durchmischung der Flüssigkeit zur Folge. Bei dieser Durch- 
mischung werden Eigenschaften der strömenden Flüssigkeit quer zur Hauptströmungsrichtung 
übertragen bzw. ausgetauscht. Von der Austauschbewegung wird einerseits der Impuls der 
Hauptbewegung erfaßt, andererseits werden substantielle Größen (z. B. Schwebestoffe) in 
die Querrichtung transportiert. 

Ein für die experimentelle Untersuchung des turbulenten Austausches besonders ge- 
eigneter Vertreter der Substanzeigenschaften ist die Wärme, da die kennzeichnende Größe 
dieser Eigenschaft, die Temperatur, relativ leicht meßbar ist. Andererseits ist das Studium 
des Wärmeaustausches auch für die Technik von Interesse. 

Als Maß für die Stärke der Übertragung einer bestimmten Eigenschaft durch die tur- 
bulente Querbewegung dient die sogenannte Austauschgröße. Bezeichnet man die Austausch- 
größen für den Impuls mit A, und für die Wärme mit A,, so lauten die Definitionen dieser 
Größen 

dü dT a 

3 7 A (1), ı=.Ar, Ba a ern N 

(hier sind 7 bzw. g die Dichten der turbulenten Querströme des Impulses bzw. der Wärme, 

y die Querrichtung, @ die mittlere Geschwindigkeit in der Hauptströmungsrichtung x, T die 

mittlere Temperatur und c, die spezifische Wärme; r ist identisch mit der turbulenten Schub- 
spannung). 

Da der Impuls eine vektorielle Größe ist und da andererseits Impuls in Druck um- 
wandelbar ist, kann nicht erwartet werden, daß die turbulenten Übertragungsmechanismen 
des Impulses und der Substanzeigenschaften im allgemeinen identisch sind, wenn auch in be- 
sonderen Fällen eine Gleichheit existieren mag. Das Verhältnis der Austauschgrößen A,/A, 
wird daher im allgemeinen von 1 verschieden sein. 

Die Verschiedenartigkeit der Austauschmechanismen wurde für die freie Turbulenz 
erstmalig von Fage und Falkner') experimentell nachgewiesen. Aus den von diesen 
Autoren festgestellten unterschiedlichen Verteilungen der Temperatur und der Geschwin- 
digkeit im Windschatten hinter geheizten Stäben ergibt sich näherungsweise A,=24A, und 
zwar in Übereinstimmung mit einer Theorie von G. I. Taylor'). 

Für Reibungsschichten hat man bis vor kurzem eine Identität von A, und A, an- 
genommen, da Elias’).im Luftstrom an einer geheizten Platte und Lorenz’) in einem ge- 
heizten luftgekühlten Rohr annähernd gleiche Profile der Temperatur und der Geschwin- 
digkeit festgestellt hatten. Dieser Schluß war aber irrig. Wie der Verfasser gezeigt hat, 
folgt aus den Versuchen von Elias und von Lorenz ein Verhältnis A,/A,=1,4 bis 1,5°). 

Der vorliegende Aufsatz soll einen weiteren Beitrag zum Problem der Austauschgrößen 
liefern, und zwar für das Gebiet der freien Turbulenz. Es werden hier die Ausbreitungs- 
vorgänge des Impulses und der Wärme miteinander verglichen, und zwar zunächst ganz all- 
gemein und dann an den Beispielen des ebenen Nachlaufes, des ebenen Strahles, der ebenen 
Strahlgrenze und des runden Strahles (über Strahlgrenze und runden Strahl wird in einer 
zweiten Mitteilung berichtet werden). Die Arbeit stellt eine Fortsetzung und Ergänzung einer 
früheren Abhandlung des Verfassers dar, in der die Gesetzmäßigkeiten der Impulsausbreitung 
der freien Turbulenz behandelt worden sind°). 

1) The Transport of Vortieity and Heat through Fluids in the Turbulent Motion by G. I. Taylor. Appendix 
by A. Fage and V. M. Falkner. (Proc. Roy. Soc. A. Bd. 135 (1932), S. 685.) 

2, F.Elias: Die Wärmeübertragung einer geheizten Platte an strömende Luft, Abhandlgn. Aachen (1930), Heft 9. 

3) H. Lorenz: Z. techn. Phys. Bd. 15 (1934), S. 376. 

4%, Im Unterschied zur freien Turbulenz ist in Reibungsschiehten die Form des Temperaturprofiles stark von der 
Prandtl-Zahl abhängig, deren Wert für Luft nieht 1 sondern 0,72 beträgt. (Näheres s. H. Reichardt: Die Wärme- 
übertragung in turbulenten Reibungsschichten, Z. angew. Math. Mech. Bd. 20 (1940), S. 297.) 

5, H. Reichardt: Gesetzmäßigkeiten der freien Turbulenz, VDI-Forseh.-Heft 414 (1942). 
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Wie in der früheren Abhandlung, so wollen wir auch in der vorliegenden Arbeit die 
Anwendung irgendwelcher Turbulenzhypothesen grundsätzlich vermeiden. Die Aussagen 
über den turbulenten Austausch, die wir durch unsere Deduktionen und Induktionen gewinnen 
werden, sind daher von vorgefaßten Ansichten über den Turbulenzmechanismus unabhängig. 


2. Allgemeine Beziehungen. 

Die für die Theorie maßgebenden Größen werden durch die hydrodynamischen Gleichungen 
miteinander verknüpft. Bei unseren früheren Untersuchungen hat es sich als zweckmäßig 
erwiesen, die Bewegungsgleichung in der Form von Kontinuitätsbedingungen anzuschreiben 
und zu verwenden. Wenn wir diese Schreibweise beibehalten, so stehen uns für die vor- 
liegenden Untersuchungen, bei denen vor allem die Bewegung der Wärme betrachtet werden 
soll, insgesamt drei Kontinuitätsbedingungen zur Verfügung, und zwar für die Masse, für den 
«-Impuls und für die Wärme. Diese Gleichungen‘) lauten für das ebene Problem: 


dou ‚dor 


ox s= Ri) Yy =. De u ee MER ie een SEE 
dow dourn 
dx se dy . BR { Te 
DEZE LEN (5) 
x dy er a ee Re 


(u = Strömungsgeschwindigkeit in der «-Richtung, » = Geschwindigkeit in der Querrichtung 9, 
o= Dichte und T= Temperatur). 

Diese Gleichungen haben zur Voraussetzung, daß die Glieder des Druckes und der 
Zähigkeit vernachlässigbar klein sind, eine Annahme, die für die Strömungen 'der freien 
Turbulenz gerechtfertigt ist. 

Bei mäßigen Temperaturunterschieden, wie sie bei unseren Versuchen aufgetreten sind, 
kann mit konstanter Dichte gerechnet werden. Wir haben dann in den Gl. (4) und (5) nur 
noch Mittelwerte von Zweifachprodukten, und zwar «?, un, Tu und Tv®. Unter Einführung 
der Definitionsgleichungen für die Schwankungen 








u=ü+w, v+i+tv, T=-T+T 
lassen sich diese Glieder aufspalten in: 


ve +08 zsE. . .. u=urv+tuV’ . . . .. ....(68), 


Tu-Tu+tTW= Tu. ... (m Bars 4 


Die Schwankungsprodukte «? bzw. T’w werden allgemein gegenüber den Mittelwerts 
produkten “? bzw. Tü vernachlässigt, da die relativen Schwankungen /ü bzw. T’/T nach den 
bisherigen Erfahrungen die Größenordnung 0,1 kaum überschreiten. Dagegen sind die Schwan- 
kungsprodukte 7 7” bzw. 7’ vo’ im Durchschnitt mindestens von derselben Größenordnung wie 
die Mittelwertsprodukte #v bzw. Tv. Denn die Kleinheit der relativen Schwankungen wird 
hier wegen der Geringfügigkeit von 5 durch die Größe des Quotienten v’/v reichlich auf- 


je, 


gewogen. (In der Nachlaufströmunge ist Tv sogar klein gegenüber T’v*.) 








Wie die Gl. (6a) und (7a) zeigen, lassen sich die auf die Flächeneinheit bezogenen 
(uerströme des «-Impulses und der Wärme aufteilen in die „stationären“ Anteile o wv bzw. 
06, Tv der mittleren Quergeschwindigkeit # und in die „turbulenten“ Anteile 0» w bzw. 
06, T’v’ der Querschwankung »’. Die turbulenten Anteile der Querströme hatten wir bereits 
oben bei der Definition der Austauschgrößen durch Gl. (1) und Gl. (2) angeführt (die turbu- 
lenten Querströme des «-Impulses bzw. der Wärme wurden mit r bzw. mit q bezeichnet). 
Wir erhalten daher als Definitionen der turbulenten Querströme je Flächeneinheit die Aus- 
drücke 








FEIERT a a A Al ı 9% ( GE 4° 

Die mit dem Impulsaustausch zusammenhängenden Fragen sind bereits in der früheren 
Arbeit’) eingehender behandelt worden. Wir brauchen daher hier nur die Formeln für die 
Wärmeausbreitung anzuschreiben und diese Ausdrücke mit den bereits angegebenen Formeln 
über die Impulsausbreitung in Beziehung zu setzen. 

Da wir die Theorie auf Meßergebnissen gründen wollen, haben wir die nicht direkt 
meßbaren Querströme oc, Tv und oc, T’»’ durch die experimentellen Größen T und % aus- 
zudrücken. Wir lösen daher die Gl. (5) nach Tv auf, wobei wir das Glied mit Tw über den 
Querabstand zu integrieren haben. Für die hier zur Diskussion stehenden einfachen Fälle 





6) In den GI. (4) und (5) ist die Kontinuitätsbedingung (3) mitenthalten. Durch Abspaltung von (3) erhält man 
die Bewegungsgleichungen in der ursprünglichen Form, 
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der „ausgebildeten“ Turbulenz, bei denen die dimensionslosen Profile des Impulses, der 
Temperatur usw. Funktionen eines dimensionslosen Querabstandes {= y/b sind (b= passendes 
Breitenmaß), erhalten wir dann in Analogie zu Gl. (29) bzw. (29a) der früheren Arbeit: 
| ie Pan u al en, | 
iv: \Zd(Tu) - — \ Tu dö-+ konst. 
Pr 


( U) d Pr 


(10) 
N 


| en 
Tu (b(Tu),) \ Tudö-+ konst. 
dx : 


| 
(Tu), da j 
(der Index m bedeutet Maximalwert). 

In allen turbulenten Mischgebieten außer denen der Strahlgrenze (die wir in der späteren 
Mitteilung behandeln werden) bleiben die Ströme des «-Impulses und der Wärme in der 
Längserstreckung x unverändert. Dadurch vereinfachen sich die Lösungen der Bewegungs- 
gleichungen (4) und (5) zu: 


uv=asu, | (Freistrahlen, Nachlaufströmungen (Al), 
Tv=at Ta | hinter Einzelkörpern) | EN A250 


Wie sich leicht zeigen läßt, gelten diese Gleichungen’) auch für den achsensymmetrischen 
Freistrahl. 

Wir lösen (11) und (12) nach #» bzw. T’rv’ auf (siehe (6a) und (7a)) und bilden das 
Verhältnis 
Tv’ acTu Tr 


— m (13). 
u’v’ agsUur uv 


Hier kann im Zähler und im Nenner der gleiche Faktor abgespalten werden. Bei den Frei- 


strahlen, wo Tu=Tü, und u; =} ist, läßt sich durch (a{#, —v) kürzen und man erhält 
mit (8) und (9): 





LE (Freistrahlen, Nachlaufströmungen) . . .» . 2... (14). 
T ou, 

Dieselbe Gleichung gilt auch für den Nachlauf, bei dem Tu = TU sowie alu, —® ist, 
weswegen man in (13) mit dem Faktor (@a£{ U—v) kürzen kann. 

Gl. (14) besagt: In ausgebildeten Freistrahlen und Nachlaufströmungen ist das Verhältnis 
der turbulenten Querströme der Wärme g und des «-Impulses r gleich dem Verhältnis der 
Konzentrationen der Wärme oc, T und des u-Impulses o @“, an der betreffenden Stelle. 

Aus (14) folgt mit (1) und (2) für das Verhältnis der Austauschgrößen 


A, d(mT) 


(15). 
A,  diiInw,) 


Falls A,/A, als hinreichend konstant angesehen werden kann, läßt sich (15) unmittelbar 
integrieren. Wir erhalten dann mit den Substitutionen 9 =, /ü, „m, und 9= T/T, 


= pt M, N De Fe RE a ee 


3. Ebener Nachlauf. 


Für die ausgebildete Nachlaufströmung (&, < U) gelten im besonderen noch folgende 


Formeln: 
v=alu, (17), 
BU: : .:» . FonnE Fl... „5 
vv=altlUü (20), TV =altt. ..:. . OR 


Diese Formeln besagen, daß bei der Impulsübertragung der stationäre Anteil ebenso 
groß ist wie der turbulente Anteil, während bei der Wärmeübertragung das stationäre Glied 
gegenüber dem turbulenten nicht ins Gewicht fällt. 

Bild 1 zeigt Messungen der Geschwindigkeit und der Temperatur‘) im Windschatten 
hinter einem geheizten Stab in der dimensionslosen Auftragung p = ü,/[ü,„ bzw. 9—= T/T,,, 


”) In (11) und (12) bedeuten: e=db, dx, <=yb, u=U +u,(x,y), u, =2U u, +uf (U ist die konstante Anblas- 
geschwindigkeit bei der Nachblaufströmung). Beim ausgebildeten Freistrahl ist u  u,, beim ausgebildeten Nachlauf 
U>u. 

s) Die bei den Messungen auftretenden Schwankungsamplituden waren vor allem bei der Temperatur in den 
niederen Frequenzen auffallend hoch, so daß einigermaßen zuverlässige Mittelwerte nur in längeren Beobachtungs- 
zeiten erzielt werden konnten. Das #-Protil ist daher schlechter als das 9-Profil. Immerhin sind die Streuungen ge- 
ringer als bei Fage und Falkner. 
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3ild 1. Nachlauf eines geheizten Stabes. Dimensionslose Profile der Nachlaufgeschwindigkeit y und der Über 

temperatur # als Funktionen des Querabstandes {[=yb für die Entfernungen xd=20 (leere Kreise) und xd= 50 
(schwarze Kreise). 

und zwar für die Abstände «/d=2% und «/d=50 hinter dem Körper (d = Stabdurchmesser 

von 17,5 mm). Für die numerische Auswertung wurden nur die annähernd ausgebildeten 

Profile für z/d=50 verwendet. 

Unsere früheren Untersuchungen hatten ergeben, daß die 9- Meßpunkte von den äußersten 
Randwerten abgesehen recht gut auf eine Gaußsche Fehlerkurve fallen, woraus die Konstanz 
der Austauschgröße A, über £ gefolgert wurde”). Wir haben daher auch durch die Meß- 
werte @ von Bild 1 eine Fehlerkurve gelegt. Die vorliegenden -Punkte fallen nicht so gut 
auf die Gauß-Kurve. Die Abweichungen liegen aber noch im Rahmen der Fehlermöglich- 
keiten, die bei den kombinierten T- und «,-Messungen größer waren als bei den früheren 
u,- Messungen. 

Wenn wir außer A, auch A, als hinreichend konstant über { ansehen, so läßt sich 
Gl. (16) anwenden. Setzen wir hier den aus den Messungen von Fage und Falkner') ge- 
folgerten Wert A,/A4,=2 ein, so folgt 9—=g":. Diese 9" :-Kurve ist in Bild 1 eingezeichnet, 
und zwar unter der Voraussetzung einer Fehlerkurve für 9. Wie man sieht, liegen die #-Meß- 
punkte im mittleren Bereich etwas oberhalb und an den Rändern unterhalb der 9' -Kurve. 
A,/A, wäre demnach in der Mitte größer und an den Rändern kleiner als 2. Bei Anwendung 
der allgemeineren Formel (15) läßt sich unter Berücksichtigung der Fehlermöglichkeiten bei 


den Messungen ein Durchschnittswert A,/A,=2 für den mittleren Bereich bis etwa |{|=1 
rechtfertigen. Oberhalb von |ö|=1 ist A,/A,< 2. Ob der hier festgestellte Gang von A,/4A, 


bei ausgebildeter Nachlaufströmung wirklich vorhanden ist, oder ob er auf eine noch nicht 
ausreichende Affinität des gemessenen Temperaturprofiles zurückzuführen ist, müßte noch 
durch weitere Versuche in größeren Abständen .r/d geklärt werden '"). 
4. Ebener Freistrahl. 
Für den ausgebildeten ebenen Freistrahl gelten im besonderen noch folgende Formeln: 


R a ae 39 
v=alu—5> \ Br 
u 
eo. ae i ö m .m am ö 
ur=al®—- Zul\lüdi .. (3), Tr=atTüa-zTlüdt .. 9, 
u 0 

el 5 2. u zı % a 

vl \ BaL 3... KB, diTE \ Se 
0 0 


Die Geschwindigkeits- und Temperaturmessungen, die wir im ebenen Freistrahl aus- 
geführt haben, sind in Bild 2 dargestellt‘'.. Durch die 9-Werte, die mit dem Staurohr er- 


9) Siehe Forschungsheft 414, Bilder 10 und 15. 

10) Wir haben in den Abständen x/d= 10; 20; 30 und 50 gemessen (größere Abstände waren bei der beschränkten 
Meßstrecke nicht erreichbar). Das #-Profil war bei x d=10 noch ziemlich spitz, wurde bei x d = 2 sehr breit, um 
dann mit wachsendem x-Abstand wieder spitzer zu werden. — Fage und Falkner haben in Abständen x d=26 und 36 
gemessen. 

11) Es handelt sich hier um dieselben Messungen, die bereits im Forschungsheft 414 (Abb. 6) z. T. ohne Er- 
läuterung gebracht worden sind. Gegenüber der dortigen Auftragung von y? haben wir hier die 9- Werte dargestellt. 
Dabei wurden die 9- Werte für das äußerste Randgebiet fortgelassen, da dort die fehlerhaften Unterdrucke am Stau- 
rohr übermäßig groß sind. 
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Bild 2. Ebener Freistrahl mit Übertemperatur. Dimensionslose Profile der Geschwindigkeit 4 
und der Übertemperatur # als Funktionen des Querabstandes (= yh. 


mittelt sind, ist wieder eine Fehlerkurve gelegt (siehe die ausgezogene Kurve). Da der Strahl 
eine endliche Breite hat, fallen die 9-Werte an den Rändern naturgemäß unter die Fehler- 
kurve. Daß aber der Abfall der 9-Werte oberhalb von /{|—=1,5 so plötzlich erfolgt, liegt an 
einer systematischen Fehlanzeige des Staurohres in den Randgebieten. In der Tat zeigen 
die Temperaturmessungen, daß die Strahlränder keineswegs bei |{|>2 liegen, wo mit dem 
Staurohr der Druck 0 gemessen wird. 

In Bild 2 ist noch eine Fehlerkurve 9": eingezeichnet. Diese Kurve verläuft mit guter 
Genauigkeit '”) durch die #-Meßpunkte, und zwar bis über |{|=2 hinaus, wo die Staurohr- 
messungen fälschlicherweise negative 9-Werte ergaben. Wenn wir also mit Hilfe der Formel (16) 
für den mittleren Bereich einen konstanten Wert für A,/A, angeben wollen, so können wir für 
die dargestellten Freistrahlprofile den Wert A,/A,=2 mit wesentlich größerer Wahrschein- 
lichkeit annehmen als für die soeben betrachteten Nachlaufprofile. Ja, wir können sogar die 
Temperaturmessungen zur Korrektur der fehlerhaften Geschwindigkeitswerte an den Rändern 
benutzen. Unter der plausiblen Annahme, daß das Verhältnis der Austauschgrößen nicht 
wesentlich vom Querabstand abhängt, können wir die Formel = #44 Ar anwenden und er- 
halten als Resultat, daß der Geschwindigkeitsverlauf mindestens bis zu Abständen !Ü\=2 
noch mit guter Genauigkeit durch die angegebene Fehlerkurve 9 dargestellt wird. 

Aus dem ermittelten g-Verlauf 
folgt, daß die Austauschgröße A, in der ei u er A er u 
Strahlmitte ein schwaches Maximum hat 
und nach den Rändern zu langsam ab- 
sinkt. Wäre A, über Z£ konstant, so 9 — 
müßten die @-Werte auf einer Kurve 
(1 — Tg? (konst. £)) = 1/Cos? (konst. £) lie- 
gen, wie wir bereits früher mitteilten. 03 
Diese Kurve, die in Bild 2 gestrichelt 
eingezeichnet ist, verläuft jedoch in den 
Randbezirken zu flach. 

Die durch die Formeln (12), (24) 
und (26) ausgedrückte Wärmebilanz des 
ebenen Freistrahles ist unter Verwendung 
der besprochenen Meßwerte für @ und # er 
in Bild 3 dargestellt. Diese Abbildung 
zeigt u. a., daß der gesamte Querstrom 
der Wärme in den Randgebieten trotz 
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der relativ hohen Temperaturen nur ge- 2 T T wi 
ring ist. Die turbulente Übertragung, | 
die die Wärme von innen nach außen ai er | | 
schafft, wird beinahe aufgewogen durch - mu 


den Wärmetransport der stationären Bild 3. Ebener Freistrahl mit Übertemveratur. Dimensionslose 
Querbewegung ?, die an den Strahl- Profile der gesamten Wärmeübertragung Tv «a T,,%n, des 
. = R R stationären Wärmetransportes Tv «T,y An und des turbulenten 
rändern von außen nach innen erfolgt. Wärmestromes T’ vo’ «a T,y, % als Funktionen von £. 


Eingegangen am 24. 7. 1944. A65 


12) Die Abweichungen der Meßwerte von der Kurve 9'2 bleiben durchaus im Rahmen der Fehlermöglichkeiten 
der Temperaturmessungen, die auch im Freistrahl durch starke Schwankungen in den niederen Frequenzen recht er- 
schwert waren. 
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Profile mit vorgegebener Druckverteilung. 
Von F. Riegels in Göttingen. 


Die Aufgabe, für bestimmte Flügelprofile die Druckverteilung zu berechnen, 
ist seit Bestehen der modernen Aerodynamik von vielen Autoren behandelt 
worden. Man könnte sie die erste Aufgabe der Profiltheorie nennen. Die 
zweite Aufgabe dieser Theorie, diejenige Profilform zu bestimmen, die eine 
vorgeschriebene Druckverteilung besitzt, ist demgegenüber bisher etwas ver- 
nachlässigt worden. Hier soll daher versucht werden, die bekannten An- 
sätze zur Lösung dieser Aufgabe auf der Grundlage der konformen Ab- 
bildung‘) durch eine Theorie erster Ordnung zu ergänzen, wobei sowohl die 
Form der Skelettlinie als auch die Dickenverteilung bestimmt werden soll. 


Es sei eine Profilform gesucht, die bei Umströmung mit einer Parallelströmung unter 
dem Anstellwinkel « und bei glattem Abfluß eine bestimmte, beliebig vorgegebene Druck- 
verteilung besitzt, von der wir nur voraussetzen wollen, daß sie dem Betrage nach klein 
gegenüber dem Staudruck der Anströmung sei. Da nicht bekannt ist, auf welche Oberfläche 
die vorgegebenen Drücke wirken, insbesondere z. B. auch nicht, wie groß die Bogenlänge des 
Profils ist, sei die Druckverteilung längs der &-Achse vorgegeben, deren Richtung identisch 
mit derjenigen der längsten Sehne (!) im Profil sein möge. In Wirklichkeit wirkt der 
vorgegebene Druck senkrecht zu dem Bogenelement ds, welches sich über der Stelle & 
befindet und die Richtung der Tangente an das gesuchte 
Profil besitzt (vgl. Bild 1). Da dieses jedoch erst be- 
stimmt werden muß, denken wir uns den Druck durch 
eine Belegung der .- Achse (von 0 bis 7) mit Singu- 
laritäten, denen eine Parallelströmung überlagert ist, ® 
erzeugt. Wir fragen dann nach diesen Singularitäten- \ 
belegungen und bestimmen daraus die zugehörige Profil- — 
form y=y (x), welche sich aus der Diekenverteilung y, Bild ı. 
und der Skelettlinie y, additiv zusammensetzen möge. 

Da die Verteilung des Druckes über die Tiefe gegeben ist, sind Auftrieb und Moment 
des Profils bekannt. Bezeichnen wir nämlich mit ps und pp die Drücke auf Saug- und Druck- 
seite, so liefert das Integral über ihre Differenz den Auftrieb: 





l 
A=\(pp-»,)dz. . . RES Id Pen a a 7 A 


bzw. dessen Beiwert: 


\ Pn Ps d u u | MEZ a a (2) 


(q = Staudruck, != Profiltiefe) und nach Multiplikation des Integranden mit dem Hebelarm x 
das Moment: 
1 
M o \ (PD Ps) da. R - : * ‘ ; ; } . 9) 


bzw. 


RE E< Ps % ,_ Dr Tu MEI 4 ME 


Wir wollen uns an dieser Stelle schon klar darüber sein, daß es dem Wesen, einer Theorie 
erster Ordnung widerspricht, wenn wir erwarten, die Verhältnisse in der Nähe der Nase genau 
zu erfassen. Eine gute Näherung können wir aber erhoffen, wenn wir die auf der x-Achse 
vorgegebene Geschwindigkeitsverteilung w etwas abändern. Wir stellen uns das etwa so vor, 
daß das Strömungsfeld im Äußeren des Profils abgebildet ist auf ein Strömungsfeld um eine 
dünne Platte von der Länge der größten Sehne, wobei deren (Greschwindigkeitsverteilung ® 
beim Übergang von der einen Ebene (z) in die andere (£) durch die Beziehung 


dz ds Iky® " 5) 
iv 7 Ib = Ww Mi u . : a a ’ e r . > ° (» 
di d« vıry 


1) Vgl. z. B. A. Betz: Luftf.-Forschg. Bd. 11 (1984), S. 1, und W. Mangler: Jb. 1938 d. dtsch. Luftfahrt- 
forschung, S. I, 46. 
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gegeben ist. Die Schwierigkeit ist zunächst nur die, daß „’, also die Tangente an das ge- 
suchte Profil, nicht bekannt ist. Man könnte aber daran denken, diese Abänderung der Ge- 
schwindigkeitsverteilung, die zwar in der Nähe der Nase wesentlich wird, sonst aber wegen 
der bei schlanken Profilen üblichen kleinen Neigungen y’ ziemlich bedeutungslos ist, später 
iterativ zu berücksichtigen. Im folgenden wollen wir hiervon jedoch absehen. 


Wir gehen also aus von einer Geschwindigkeitsverteilung », die wir aus der vorgegebenen 
Druckverteilung bilden und auf der x-Achse in einem Intervall O<x<1 ansetzen. 


Diese Verteilung denken wir uns entstanden aus dem Geschwindigkeitsfeld a) einer 
dünnen ebenen Platte, b) zusätzlicher Quellsenken- und Wirbelbelegungen auf dieser Platte. 
Die Geschwindigkeit an der unter einem Winkel ap; angeströmten Platte teilen wir noch auf 
in eine «- parallele Komponente der Anströmgeschwindigkeit » - cos ap; und einen ebenfalls tan- 
gential, aber auf Ober- und Unterseite entgegengesetzt gerichteten Anteil?) + Vsin ap, = E 
der von der Umströmung der Platte mit der „-parallelen Komponente » - sin ap; herrührt, wo- 
bei an der Hinterkante glatter Abfluß angenommen ist. Weiter enthalte die vorgegebene 
Geschwindigkeitsverteilung einen von der Quellsenkenbelegung induzierten, oben und unten 
gleichgerichteten Geschwindigkeitsanteil w, sowie einen letzten, oben und unten entgegen- 
gesetzt gerichteten Geschwindigkeitsanteil + w,, der als zusätzliche Wirbelbelegung gedeutet 


werden kann. Insgesamt denken wir uns die Geschwindigkeit also so aufgebaut: 


I 
7) I ww. ö 
7 = cos apı + SIN ap, a ze SE - : 
| I I . \ 1 


Die vorgegebene Verteilung zerfällt damit in einen symmetrischen und einen unsymmetrischen 
Anteil (vgl. Bild 2). Bezeichnen wir mit »w, die Geschwindigkeit auf der Saug-, mit wp die- 
jenige auf der Druckseite, so können wir, indem wir die Summe und die Differenz bilden, 
diesen Tatbestand auch so darstellen: 


ms u wp My m, & 
ay cosapı + y * 1+ A EB er (7), 
1 PR... 
win 4 im, Il, w. 8) 
7 sın « 7770 en ar ee re 9). 
21 pi r e— x \ 
l l 


Für die weitere Rechnung führen wir einen Kreiswinkel 9 durch die Beziehung 


I I 


Be ET EM 


ein. Das bietet uns den Vorteil einer einheitlicheren Darstellung insofern, als nunmehr den 
Werten O<g9=7 die Saugseite, den Werten <= 27 die Druckseite der Platte bzw. des 
Profils entspricht. Praktisch bedeutet das eine konforme Abbildung der ebenen Platte auf 
den Kreis mit dem Radius 1/2. Dementsprechend erhalten wir die Geschwindigkeitsanteile 
in der neuen Kreisebene durch Multiplikation von (7) und (8) mit der Ableitung der Ab- 
bildungsfunktion, d. i. mit |1/2sin o| °) 


wtwp1 . { _Wak 
” v ’>—-sing=— sinpg+ Y ra BER vn 
bzw. 
ws —wp|1 . I I \. Mk 
& v D 5 sıny = arı(5 _ cosp) + v ee MR |. ° 


wobei w,x und w,; die von entsprechenden Quell- bzw. Wirbelbelegungen herrührenden 
Tangentialgeschwindigkeiten auf dem Kreisrande bedeuten mögen (vgl. Bild 3). 


2) Das obere Vorzeichen beziehe sich auf die Saug-, das untere auf die Druckseite. 
3) In den Gleichungen werden wir die Betragstriche manchmal fortlassen, um mit Hilfe des Vorzeichens von 
sing gleich das richtige Vorzeichen der Geschwindigkeit am Kreise zu bekommen (vgl. Bild 3). 
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Bei Betrachtung dieser Gleichungen und des Bildes 3 erkennt man, daß die Geschwin- 
digkeitskomponente »,; durch eine in g antisymmetrische, die Geschwindigkeitskomponente 
%yj; durch eine in 9 symmetrische Funktion darstellbar sein muß. Da wir uns in der Kreis- 
ebene befinden, liegt eine Fourierentwicklung dieser Geschwindigkeiten in eine sin- bzw. 
cos-Reihe nahe. Wir setzen also an 
Wyk (7 +wp =’ 9 


1 sing 


- - DERPO: >. 
l 21 er i 
ı 
und 
We, l l m wp|'l . h m 
—- + apı | 2 > c0Sg ) > F;; - 5 sıng \ A,cosvg (3 
l - -_ _ l - rennen 


Die Koeffizienten A, und B, können hiernach als bekannte Größen angenommen werden, 
und wir sind damit in der Lage, die gesuchten Quell- und Wirbelbelegungen anzugeben und 
daraus auf einfache Weise die Kontur zu gewinnen. Dazu erinnern wir uns zunächst, daß 
die tangential zum Kreis gerichtete Geschwindigkeit w,;, die von einer Quellbelegung 4;/2 
induziert sei, gegeben sein muß durch die Beziehung 


l ; 4,9’) q ‘ 
EP) 9 / ‚ 
made \ ul iu vu . EEE EEE | © 


It = = 


u 

Die durch Gleichsetzen von (12) und (14) entstehende Integralgleichung für 4); liefert sofort 
als Lösung 

fr J ae 

k_y. SB, 


‚cosvrgq Rs EEE 0 


Wegen der vorausgesetzten geringen Abweichungen vom Kreis können wir weiterhin setzen 


fk y Yı 


.) 


r 
> dgq (16), 


was für eine Theorie erster Ordnung sicher als ausreichende Näherung anzusehen ist. Aus 
der Integration nach 9 folgt damit sofort die Form der Diekenverteilung des gesuchten Profils 


"Wen ‚ii 
H > „ sinvg tr ee ee 


Die Wirbelverteilung y; ist uns durch Gl. (13) unmittelbar gegeben. 


I 
Y v 
== A,„cosvrg a a ER RT 0 EI 
= m —,— 
’ 0 


Die entsprechende Verteilung in der ursprünglichen Ebene lautet: 
Y 1 \', 


5 Sing ; 


DEE 5 tee (19). 
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Diese Wirbelbelegung induziere eine Abwärtsgeschwindigkeit v. Dann können wir die Skelett- 
linie y, des gesuchten Profils aus der Bedingung finden, daß ihre Richtung in jedem Punkt .r 
mit der Richtung der von den Singularitäten erzeugten Strömung übereinstimmen muß. Es 
muß also gelten 
dy, v 
9 _a+- (20), 
dx 1! 
wenn a der zu dem durch die Druckverteilung gegebenen Auftrieb gehörige Anstellwinkel 
der Sehne ist, von der ans die Ordinaten gerechnet werden. In unserer Kreisebene lautet 
diese Strömungsbedingung 


dy, En e... (21) 
ä a sına — re See & 
dg 3 : {! 4 , 
und mit 
" - Yh gy’ ( ‚ ‘ 
V . > sınq pr \ ay ctg > e d qQ EEE EEE 


und y; aus Gl. (18) ergibt sich: 


dy, er ® ’ . 
in a5 sıngq Y BE ae a 
dq 2 dann 
v—| 


Durch Integration von 0 bis 9 folgt hieraus die Skelettlinie: 


"A, 
\ ER 


RE et. A. 


I 
%=4a5(-1+c0sp) 


Die Größe des Anstellwinkels « finden wir noch, indem wir wegen des gewählten Koordinaten- 
systems 9, —=0 für = setzen: 





a 21 1, + A, | As + (25) 
4 a u ee .. . . . ö ‘ . F . . . . . ud). 
I . 3 5 


Wenn wir zum Schluß noch nach dem Nullanstellwinkel der Skelettlinie fragen, d. i. nach 
jenem Anstellwinkel, der zum Auftrieb Null gehört und der durch e„=27 (a — a,) definiert 
ist, so gilt ohne weiteres: 

Ca » 
a 1 PR Rue ur. er Br ee SER ee Be Ze (26). 
Die Koordinaten des gesuchten Profils erhalten wir zum Schluß durch Addition der Koordi- 
naten von Dickenverteilung und Skelettlinie: 


a a a ae ES 


Die vorliegende Aufgabe führt - wie A. Betz und W. Mangler früher gezeigt haben — 
nicht immer auf eine Lösung in dem angestrebten Sinne, daß die Vorgabe einer beliebigen 
Druckverteilung unter allen Umständen eine brauchbare Profilform ergibt. Eine grundsätz- 
liche Schwierigkeit ist vor allem die, daß gewisse Schließungsbedingungen erfüllt werden 
müssen, um überhaupt geschlossene Profilformen zu erhalten und weitere Bedingungen, um 
Überschneidungen zu vermeiden. Die vorstehenden Ausführungen versuchen diese Schwierig- 
keiten zu umgehen, indem sie als Druckverteilungen von vornherein nur solche zulassen, deren 
Betrag über den größten Teil der Profiltiefe klein gegenüber dem Staudruck der ungestörten 
Anströmung ist und nur in einem schmalen Gebiet vorne und hinten diesen erreicht. Die 
damit gegebenen Voraussetzungen für die Anwendnng einer Theorie erster Ordnung ermög- 
lichen die Vorgabe der Druckverteilung auf der x-Achse (statt längs der unbekannten Bogen- 
länge!), die mit der Profilsehne zusammenfallen möge. Die Schließungsbedingungen werden 
nunmehr durch eine Darstellung des Profils in Form einer Fourierreihe von selbst erfüllt. 
Unter der Annahme, daß die vorgegebenen Drücke von Singularitätenverteilungen auf der 
Achse erzeugt sind, gelingt nämlich deren Bestimmung durch Übergang von der «-Koordinate 
auf einen Kreiswinkel 9 und eine einfache Fourierzerlegung der leicht modifizierten Druck- 
verteilung nach diesem Kreiswinkel. Aus der so bestimmten Quellsenkenbelegung folgt die 
Dickenverteilung, aus der Wirbelbelegung entsprechend die Skelettlinie des gesuchten Profils. 
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Eingegangen am 18. 8. 1944. 
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Bemerkungen zur Prandtlschen Affintränsformation 
für Strömungen mit Unterschallgeschwindigkeit. 


Von R. Sauer in Aachen. 


Die von der ungestörten Parallelströmung nur wenig abweichenden Unter- 
schallströmungen kompressibler Gase lassen sich, wie L.Prandtl in der 
Aerodynamikvorlesung 1922 erstmals mitgeteilt hat, durch eine Affin- 
transformation auf Strömungen nichtkompressibler Gase zurückführen, 
falls man die Abweichungen von der ungestörten Grundströmung nur in 
der ersten Größenordnung berücksichtigt. Man gelangt durch dieses die 
Rechnung erheblich vereinfachende Verfahren zu den praktisch wichtigen 
und in weiten Grenzen mit der Erfahrung qut übereinstimmenden „Prundtl- 
schen Regeln“') über den Kompressibilitätseinfluß auf die Druckverteilung 
an hinreichend schlanken und spitzen Profilen und Drehkörpern bei An 
strömung unter kleinem Anstellwinkel. 

Im folgenden werden die Prandtlischen Regeln unter der Voraus- 
setzung, daß die Strömung durch eine kontinuierliche Belegung der x- Achse 
mit geeigneten NSingularitäten (Quellen, Senken, Doppelquellen und Wirbel) 
dargestellt werden kann. unmittelbar verifiziert. 


1. Vorbemerkung über die allgemeine räumliche Strömung. 


Wir betrachten eine Grundströmung in Richtung der positiven x-Achse mit der Mach- 
schen Zahl Ma< 1 und eine von dieser Grundströmung nur wenig abweichende kompressible 
Unterschallströmung. Sie wird durch ein dem Potential der Grundströmung zu überlagerndes 
Zusatzpotential 9), gekennzeichnet, welches bei Beschränkung auf die erste Größenordnung 
der linearen Potentialgleichung 


22’ N?! 2," 
px »,0%9 , gr 
#41 _M))+ + #0 ....2.2222.2.0W 
Nez Oyk O2 
genügt. Durch die Prandtlsche Affintransformation 
a un AR dm R» Fe A 9] 
r=%, YzpPyı RP, MAP - -» 7 
geht (1) in die Laplacesche Differentialgleichung 
2) ’ 9 ’ 2 ’ 
Po Q: Pol 0): 0° op; 
Mi Fi ee N 3 N ie 


0x, 09; 02} 
für das Strömungspotential 9; inkompressibler Gase über. Hierbei ist die Konstante 


; 1 


P= Ti Wa>i ne, Maps Bat 


dureh die Grundströmung gegeben, während die Konstante / zunächst willkürlich bleibt. 


Für die durch das Zusatzpotential 9’ hervorgerufenen zusätzlichen Geschwindigkeits- 
komponenten 
RR. eo RK’ 99 

0x’ 0y’ 02 

und den zu Ye’?+ mw’? proportionalen Neigungswinkel # der Stromlinien gegen die «- Achse 
ergeben sich aus (2) die einfachen Beziehungen 

. h ur A. 4 

u.—iÄw;, ,=—7,, = wi, Che 5 ‚E41 


Für = p* transformieren sich die Geschwindigkeitskomponenten ®’, »w’ und der Winkel #% 
in (5) ebenso wie die Koordinaten 4, z in (2). Infolgedessen werden die Stromlinien beim 
Übergang vom x, 9x, 2x- zum &;,9;,2;-Raum affın mitverzerrt, falls die Grundströmung un- 
geändert beibehalten wird; die zu «’ proportionalen Zusatzdrucke Ap ändern sich mit dem 
Faktor /=ß?°. Wir fassen diese Aussagen zusammen in 


t, Vgl. z.B. L. Prandtl: Führer dureh die Strömungslehre, Braunschweig 1942, S. 261 bis 264. 
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Regel I: Aus einer inkompressiblen räumlichen Strömung um einen schlanken, beliebig ge- 
stalteten Körper erhält man bei Festhaltung des Betrages der Anströmgeschwin- 
digkeit eine kompressible Unterschallströmung um einen im Verhältnis y;=Py,;, 
2; Pz; senkrecht zur Anströmrichtung affın verdiekten Körper durch die Trans- 
formation Gl. (2) mit =? Die Drucke 1p, sind hierbei um den Faktor p? 
größer als die entsprechenden Drucke 1p;. 


2. Ebene Strömung um ein schlankes und flaches Profil. 


Wir gehen aus von einer inkompressiblen ebenen Profilströmung unter dem Anstell- 
winkel 9; gegen die «-Achse und setzen voraus, daß sie durch eine kontinuierliche Quell- 
senken- und Wirbelbelegung der «-Achse von z=a bis £=b ersetzt werden kann. Dann 
hat man für das Potential der Grundströmung und die Zusatzpotentiale der Quellsenken- und 
der Wirbelbelegung 


gmuünsz tüdy;, 
b 

. ER on Eee 
HT In \ fs) In (a; —&’-+yY; dE, 

a EHE Te, ° 
h 

1.8 Y; 
"— q(£) arcte|— ‚)d& 
Hi dr \ gy\ ) (- £ 


. Ay = 





a 
woraus nach (2) für eine entsprechende kompressible Strömung sogleich 


gr =har tut, Ya, 
b 


A=5, \ fi In Yırr —- + my: PP AS, 
I 


a 


h 

.» 

[73 
Yı I 





\ g(&)aretg (ef) ds 
a 


folgt. Durch Differentiation nach &,; und 4; und nachfolgenden Grenzübergang y;—>0 erhält 
man für die zusätzlichen Geschwindigkeitskomponenten in der Umgebung der x- Achse 


b 
2 ’ tfiddE , ra 
u. >5 \ . z- U >+ > 72); 
Jah S =) 
a ) 
3 ee 3 re Mi 
j’ ”’ ft atädE 
Mr de Jrı.) nn Eau . 
h 2 JE h 2nß ) %% E 
a 





Hierbei sind für «/, und v;/ die Hauptwerte der uneigentlichen Integrale zu nehmen. 


Für die Neigung der Ober- bzw. Unterseite y, = y; (2,;) des durch die Quellsenken- 
und Wirbelbelegung gekennzeichneten Profils hat man 
b 
on t+%E  — Du  [gldIdE 
ehrt 
Ss Thu ) CH—S 
a 


dyr 2 5 L 
d z vr = 
Cr u -pu 


(9). 


Mit #=4"—Pß und #,=d; wird die Profilneigung in (9) von & unabhängig, während 
in den zu «;, und «;/ proportionalen Zusatzdrucken Ap, der Faktor £ auftritt. Dies führt zur 


wo 


Regel II: Aus einer inkompressiblen ebenen Strömung um ein schlankes Profil erhält man 
bei Festhaltung des Betrages der Anströmgeschwindigkeit eine kompressible 
Unterschallströmung um dasselbe Profil durch die Transformation Gl. (2) mit 
“=#"=ß. Der Anstellwinkel bleibt hierbei ebenfalls ungeändert, während die 
Drucke Ip; um den Faktor £ größer sind als die entsprechenden Drucke Ap;. 


EFT) 


Der Ansatz #=4"— 9°, d,—= Pd; entspricht der Regel I, mit #—=4"—1, #,—= d;|/ß dagegen 
kommt man zu 
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Regel III: Aus einer inkompressiblen ebenen Strömung um ein schlankes Profil erhält man 
bei Festhaltung des Betrages der Anströmgeschwindigkeit eine kompressible 
Unterschallströmung um ein im Verhältnis y;/9;=1/P affın zusammengedrücktes 
Profil durch die Transformation Gl. (2) mit 4’ =4" 


7 1. Der Anstellwinkel wird 
mit dem gleichen Faktor 1/5 verkleinert, während die Drucke ungeändert bleiben 


3. Räumliche Strömung um einen schlanken Drehkörper. 


Setzt man voraus, daß der Drehkörper durch eine kontinuierliche Quellsenken- und 
Doppelquellenverteilung längs der «- Achse von z=a bis «=b ersetzt werden kann, so hat 
man in den Zylinderkoordinaten «, r, & die zu (6) und (7) analogen Beziehungen 


Fi == (w; + Ö; r; cos @;); 





b 
; | | fiädE 
Hi er) vi; —-E’+r 
r (10); 
b 
R | \ m(£)dE 
( !; COS () eo FEW 
PS gi; \ fe, + ri] 
a 
yr=üla; + Pr COS @p.), 
bh 
: u fiä)ds 
I PIBE 5: TB ....... SORCB 
a) Vi s”’—+r(rrI/P) 
r (11). 
b 
* Ar | m(£)dE 
( == ‚Yr,C0Sın; eur ı 21214 > 
Ah tıp h " ‚ E Ss rir% PIF E 
a 





Durch Differentiation nach «, und r; und nachfolgenden Grenzübergang r; >0 kommt 
für die zusätzlichen Geschwindigkeitskomponenten in der Umgebung der x- Achse 


.’ 


2 ji df(x;) } 2 fa) ’ 
“u,>5,_inr; a v0, >25 ß w.>d, 
on dj; Tr u 
u 2 . . (12). 
2" B cos w;, dm (;,) 2" Bcosw )' psin 
„ k h 7 / h Fr / k 
ur >59 ei > z m(x,), WW, >25 = m(x;) 
u ’ Zu" dr 2ın rn a" 


a 
Für die Neigung des Medienprofils r; = r7; (#7) des durch die Quellsenken- und Doppel- 
quellenverteilung bestimmten Drehkörpers ergibt sich 


dyı 


2" p m(x;) 
da, } 


” flas) 

er { Rat ’ 

COS W} (9, > - > TS 5 | | 
nu ri Znü r 


Um eine achsensymmetrische Verteilung der Geschwindigkeitskomponente v an der Ober- 
fläche des Drehkörpers zu erzwingen, muß der Faktor von cos w; verschwinden, d. h 
Doppelquellenbelegung ist durch 


die 
m (3;) TE (14) 
A pP 
gegeben. 
Der Ansatz #—=4"—ß*, d,—= Pd, entspricht wieder der Regel I, der Ansatz 4’ —1, 
4'=1/ß, 9,—= 9%; dagegen führt auf 


Regel IV: Aus einer inkompressiblen Strömung um einen schlanken Drehkörper erhält man 
bei Festhaltung des Betrages der Anströmgeschwindigkeit eine kompressible 
Unterschallströmung um denselben Drehkörper durch die Transformation Gl. (2) 


mit #=1, 4"”—=1/ß. Der Anstellwinkel und die Drucke bleiben hierbei un- 
geändert. 575 
Eingegangen am 9. 8. 1944, 
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Zur Herleitung der Ähnlichkeitsbedingungen 
aus der Identität der Differentialgleichungen. 


Von Ludwig Schiller in Leipzig. 


Die übliche Herleitung der Ähnlichkeitsbedingungen aus den Differential- 
gleichungen gründet sich darauf. daß in ähnlichen Fällen die dimensions- 
losen Gleichungen identisch sein müssen. Im folgenden wird gezeigt, daß 
durch bestimmte Wahl der Dimensionslosen die Gleichungen stets identisch 
gemacht werden können, so daß sich dann die Ähnlichkeitsbedingungen auf 
die Identität der Grenzbedingungen beschränken. 


Ein vielfach, besonders in der Strömungslehre, benutztes Verfahren zur Herleitung der 
Bedingungen für mechanische Ähnlichkeit zweier Vorgänge beruht auf einer Diskussion an 
Hand der für die betreffende Aufgabe einschlägigen Differentialgleichungen oder sonstigen 
Gleichungen '.. Dabei werden im allgemeinen zwei Vorgänge dann als ähnlich bezeichnet, 
wenn es möglich ist, durch eine Änderung der Einheiten von Länge und Zeit, gegebenenfalls 
bei Problemen aus anderen Gebieten der Physik — auch von anderen 


auch Kraft oder 
Da durch die ein- 


physikalischen Größen den einen Vorgang in den anderen überzuführen. 
schlägigen Differentialgleichungen, Anfangs- und Randbedingungen die Vorgänge bestimmt 
sind, kann man auch sagen: Zwei Vorgänge sind dann ähnlich, wenn durch die genannten 
Änderungen der Einheiten die zunächst verschiedenen Differentialgleichungen und Grenz- 
bedingungen der beiden Vorgänge identisch werden. Man erhält dann bei geometrischer 
Ähnlichkeit der Berandung usw. ausgedrückt in den verschiedenen Einheiten — identische 
Lösungen, die man nachträglich durch entsprechende Maßstabänderung wieder auf gemeinsame 
Einheiten beziehen kann. Die Erreichung der genannten Identität ist augenscheinlich an die 
Bedingung geknüpft, daß nach dem Wechsel der Einheiten in dem Vergleichsfall jedes Glied 
der Differentialgleichungen und Grenzbedingungen mit dem gleichen Faktor multipliziert 
erscheint, der sich so wieder heraushebt. Damit dies eintritt, müssen die betr. Einheiten in 
ganz bestimmter Weise verändert werden, die sich eben aus der Beschaffenheit der Differential- 
gleichung ergibt, insbesondere deren Koeffizienten, z. B. Masse, Zähigkeit usw. Die sich so 
ergebenden Bedingungen sind die „Ähnlichkeitsbedingungen“. Wir beachten noch, daß bei 
dieser, der üblichen entsprechenden Betrachtungsweise sich folgendes ergibt: Für die 
mechanische Ähnlichkeit zweier Vorgänge gilt als hinreichende und notwendige Bedingung 


die Identität der betreffenden Differentialgleichungen (formuliert mit den den beiden Vorgängen 
entsprechenden Maßstäben für Länge, Zeit usw.) und der betreffenden Randbedingungen. 


Nun existiert weiterhin noch eine andere Betrachtungs- und Behandlungsweise des 
Ähnliehkeitsproblems, ebenfalls an Hand der Differentialgleichungen, die mehrfach Anwendung 
findet und hier auch gekennzeichnet werden muß. Ihr liegt eine etwas veränderte Definition 
der Ähnlichkeit zugrunde, die jedoch in ihrem sachlichen Inhalt mit der oben angegebenen 
übereinstimmt: Zwei Vorgänge werden als mechanisch ähnlich bezeichnet, falls sie dann 
identisch werden, wenn man sämtliche Längen, Zeiten, Geschwindigkeiten usw. durch je 
einen entsprechenden „Standardwert“ (d. h. durch einen Wert gleicher Art für je einen 
entsprechenden Punkt, bzw. Strecke, Gebiet) mißt. Oder, anders ausgedrückt: Zwei Vorgänge 
sind dann mechanisch ähnlich, wenn bei Dimensionslosmachung sämtlicher Variabler durch 
Division mit den entsprechenden Standardwerten des betr. Vorganges die Vorgänge (z. B. 
Stromlinienbilder usw.) identisch werden. Geht man auch hier wieder zu den Differential- 
gleichungen über, so gilt: Zwei Vorgänge sind mechanisch ähnlich, wenn ihre Differential- 
gleichungen und Randbedingungen bei Dimensionslosmachung der Variablen durch die ge- 
nannten Standardwerte identisch werden. Dies erfordert und ergibt wieder die oben genannten 
Ähnlichkeitsbedingungen. Man beachte auch hier wieder, daß die Identität von Differential- 
gleichung und Randbedingung gefordert wird, wobei die Erfüllung jeder der beiden Identitäten 
nur in den ähnlichen Fällen gegeben ist. 

Im folgenden soll nun noch eine weitere neue Methode der Ähnlichkeitsbetrachtungen 
an Hand der Differentialgleichungen gegeben werden, die wie die letztbeschriebene mit 
dimensionslosen Variablen arbeitet, sich jedoch von ihr in mancher Hinsicht unterscheidet 
und auch gewisse neue Feststellungen liefert. 


etwa M. Weber: Jb. schiffbautechn. Ges. Bd. 20 (1919), S. 366 ff.; Bd. 31 (190), S. 310 ff.; 
3erlin 1985, S. 50 ff,; Prandtl-Tietjens: Hydro- und Aöro- 


1) Vgl. hierzu 
L. Prandtlin Durand: Aerodynamie Theory Bd. >. 
‚mechanik Bd. 2, Berlin 1931, S. 12 ff. 
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Unsere Differentialgleichung habe die allgemeine Form: 


a ne Au 7 VE . 3). 

Jedes Glied hat die gleiche Dimension, etwa die einer Beschleunigung, [b]- €,, €, ... sind 

dimensionierte Konstante des betreffenden Vorgangs, etwa Masse, Dichte, Zähigkeit usw. 

F,.F, ... sind Potenzen von Variablen oder Differentialquotienten. In F,, €, F, sind 

hier jeweils alle Glieder zusammengefaßt, die Funktionen (Diff.-quot.) F,, F, ... gleicher 

Dimension enthalten. Wir führen die Größen F,, F, ... in einer ganz bestimmten Weise in 
dimensionslose Größen F}, F} ... über, und zwar auf Grund folgender Beziehungen: 

De F F 
==; 7 +6; Fi=7-C, usw 2 
=; =7 4 ‚=;'0 ’ 1 (2). 


17 vu vu 
Zur Bestimmung von b, (beliebiger Dimension, nur beispielsweise Beschleunigung) 
gilt folgendes: 


b, muß sich sozusagen einem neuen Maßsystem einfügen, dessen Einheiten (für hydro- 
dynamische Fälle empfehlen sich etwa I,,w,,p,) den folgenden Gleichungen gehorchen, wobei 


sich die Exponenten a, b, ce... aus den bekannten Dimensionen von F,, F, ... bestimmen: 
b=h: nm 
b 
uni. p 
1 D 
RE ee ra a Re 
b, 
Au 19 . wi. pi 
USW, 





Hieraus ergeben sich zunächst durch Elimination von 5b, die Einheiten /,, w,, p,, dann b,. 
Je nach der Zahl der Gleichungen (Zahl der Glieder in Gl. (1)) und der in den Funktionen F 
auftretenden Einheiten bestehen verschiedene Freiheiten in der Wahl der Einheiten. Zu viele 
Gleichungen (Glieder) führen zu Überbestimmung (Widersprüchen zwischen den sich ergebenden 
Ähnlichkeitsregeln). 





Mit den durch (2) und (3) bestimmten dimensionslosen Variablen ergibt sich folgende 
Differentialgleichung: 


b,-F* Dec Fr bo 0,25 ) 
o° org, ı tG, u as ( BER u er (4) 
oder 
b FE+b FE +WFSH 0 
oder 
DER Helen 5 ee er er 


d. h.: Wenn man die Variablen oder deren Differentialquotienten in der durch Gl. (2) ange- 
gebenen, durch die dimensionierten Koeffizienten der Differentialgleichung mitbestimmten 
Weise dimensionslos macht, so erhält man eine für alle — auch die „nichtähnlichen“ — 
Fälle identische Differentialgleichung. Die Identität der Differentialgleichung ist also für 
alle Fälle jetzt von vornherein gegeben, und die Ähnlichkeitsbedingungen beschränken sich 
auf die Erfüllung der Identität der Randbedingungen, ausgedrückt in den durch Gl. (2) ange- 
gebenen Dimensionslosen. Hierdurch ist gleichzeitig die Zahl der Ähnlichkeitsbedingungen 
durch die Zahl der Randbedingungen festgelegt. 


Der Unterschied der neuen Methode gegen die frühere besteht wesentlich darin, daß 
dort zur Erfüllung der Ähnlichkeit zweier Vorgänge verlangt werden mußte die Identität der 
dimensionsbefreiten Differentialgleichungen (hierzu erforderlich die Identität gewisser in den 
dimensionsbefreiten Differentialgleichungen noch vorhandener dimensionsloser Ausdrücke aus 
Standardwerten und in beiden Fällen im allgemeinen verschiedenen Konstanten der 
| beiden Vorgänge) und die Identität der durch Standardwerte ausgedrückten dimensionslosen 
Randbedingungen, hier nur die Identität der in anderer Weise, d. h. entsprechend Gl. (2), 
formulierten dimensionslosen Randbedingungen. Es lassen sich dann auch jeweils gewisse 
Aussagen über die Lösung gewinnen. 













Zur Illustration der Methode und ihrer Ergebnisse mögen einige Beispiele dienen: 
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1. Differentialgleichung der reibungslosen Schwingung: 


5 MED 
de m’ 
Entsprechend Gl. (3) ergibt sich mit den Einheiten /, und #£,: 
bu: j /m 
LoL.5" und I. IR hieraus f, = Br. 
c c 


Als I, wählen wir die Ausgangselongation s,. Entsprechend Gl. (4) ergibt sich dann: 


e ee C d? s* 


. 
- ,. Im — 8 oder s=—8 
en I u df*? j 


> 


eine Differentialgleichung, deren Lösung bei identischen Anfangsbedingungen 
.. * . * Ss * 5, 
für *=0 seis=— =1 und "*=»v >— ==() 
PR m 
V« 


. N . . . . . m N . 
in allen Fällen dieselbe ist. Dies bedeutet z. B., daß die durch gemessene Schwingungs- 


dauer 7* (Zeit für entsprechende Wege s,, bzw. gleiche Wege s*=1) in allen Fällen die 


gleiche ist: 


i on /m 
T*—=const oder T= \ z - const, 
d. h.: die Schwingungsdauer ist stets proportional Da sich die genannten Randbe- 


dingungen stets erfüllen lassen, so gilt: Alle reibungslosen Schwingungen sind ähnlich. 


2. Eulersche Gleichung für reibungslose Flüssigkeiten. 


dw 1 
3 +mwogradw= = grad p. 


Entsprechend Gl. (3) ergibt sich mit den Einheiten I,, w, und p,: 
7,07 Rad und Koma, hieraus p,=om;. 


Als I, wählen wir einen beliebigen Standardwert a, für die Einheit der Geschwindigkeit 
einen beliebigen Standardwert w, (für einen umströmten Körper z. B. die Geschwindigkeit 


s - : nr. ı x 
im Unendlichen), entsprechend für die Zeit — und erhalten entsprechend Gl. (4): 


0 


2 * 2 2 
w: O0 w a l om 

— = + — w* o (grad w)* = — — - —— - (grad p)*, 
a of a (g ) r r (g Pp) 


oder 
0 w* * * * 
Nr, + w* o (grad w)* = (grad p) 


als die in allen Fällen identische Differentialgleichung. Ihre Lösungen sind identisch, wenn 
die Randbedingungen, ausgedrückt in w* und p*, gleich sind. D. h. es sind die in #* = s 
Y 


ausgedrückten Geschwindigkeitsfelder und die in p* = r ausgedrückten Druckfelder gleich. 
om, u 


2 j er. Ip 
Für entsprechende Punkte gilt natürlich auch < = const. Man beachte: Die Wahl des Ge- 
0 


schwindigkeitsstandards », ist hier völlig frei. Dies bedeutet z. B., daß die Geschwindigkeits- 
felder umströmter ähnlicher Körper alle ähnlich sind, unabhängig von Größe und Geschwindigkeit. 
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3. Navier-Stokessche Gleichung für zähe Flüssigkeiten. 
OÖ w 


l u 
w o grad m —= grad p+ Im. 
g 1 
0 i 0° e 


Entsprechend Gl. (3) ergibt sich mit den Einheiten !,, w, und p,: 


[#) 
> 1 % _ r 
b,=i-L, bo =p'l' b, 2 w,.l, 
hieraus 
u v f > 
n i : „,„=o0o x 
te a 2, HR 
und 
v? 
b, Bern 1: ® 


Bezeichnen wir den Längenstandard /, mit a, so ergibt sich entsprechend Gl. (4): 


9 


v’ on* v’ o »° u v? 
Fu + — w* o (grad w)* = — — —; (grad p)" + — - — -—; (Aw) 
a?’ ot* a?’ gti o a? (8 ls 0 u a? \ 
oder 
BR . aa 
yp tm" (grad w)* = — (grad p)* + (Aw)*. 
- e ? . 2 er . 2 £ wa \ » a? 
Die Lösungen sind identisch bei identischen Randbedingungen für w* = = und p* E 5 
m. 


Ersteres liefert als eine Ähnlichkeitsbedingung die Erfüllung des Reynoldsschen Ähnlich- 
keitsgesetzes 


Constans 


für die Randwerte der Geschwindigkeit in den verglichenen Vorgängen. Hier enthält die 
Bedingung für die Randwerte der Geschwindigkeit sowohl die Länge a, als auch den Stoff- 
wert v: Im Falle reibender Flüssigkeit sind die Geschwindigkeitsfelder im allgemeinen nicht 
ähnlich, sondern eben an die Erfüllung der Reynoldsschen Gleichung als Randbedingung 
geknüpft. 


Zu einer Aussage über p* führt folgender Schluß: 


In mechanisch ähnlichen Fällen (d. h. identisch in den Dimensionslosen) ist an allen 
entsprechenden Punkten Re identisch; es ist dort ferner p* identisch. Da weiter keine 
Variablen vorhanden sind, folgt: 


p*=f(Re). 


Dies gilt nur, wenn die Randbedingung auch für p* erfüllt ist. Bei Überlagerung eines 
konstanten Drucks in einem der verglichenen Fälle gilt jedoch noch für entsprechende Punkte: 


(grad p)*= f (Re). 


4. Zusammenfassung. 


Es wird gezeigt, daß es stets möglich ist, physikalische Differentialgleichungen in einer 
ganz bestimmten Weise dimensionslos zu machen, derart, daß die Ähnlichkeitsbedingungen 
sich auf die Identität der dimensionslosen Grenzbedingungen beschränken. Die Differential- 


gleichungen werden hierbei für alle Fälle identisch. 579 
Eingegangen am 30. 8. 1944. 
19° 
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Zur Behandlung nichtstationärer Verdichtungsstöße 
und Detonationswellen. 


Von F. Schultz- Grunow in Aachen. 


Es wird gezeigt, daß man die Veränderlichkeit eines Verdichtungsstoßes 
und auch einer Detonationswelle in einem Zustandsdiagramm, dessen Ko- 
ordinaten die Gas- und die Schallgeschwindigkeit sind, besonders leicht 
verfolgen kann. 


Die Veränderlichkeit sei verursacht durch die Querschnittsänderung des als gerade vor- 
ausgesetzten Rohres, in dem sich der Stoß fortpflanzt, und durch kleine Zustandsunterschiede 
im Gas. Diese können verursacht sein durch einholende und kreuzende Wellen oder durch 
inhomogenes Gas. Damit sind alle Ursachen für die kontinuierliche Veränderlichkeit oder 
einzelne kleine Änderungen eines Stoßes berücksichtigt, denn die Einflüsse des Einholens 
und Kreuzens von Verdichtungsstößen oder des Überschreitens großer Inhomogenitäten sind 
groß gegen die Einflüsse der stets kleinen Querschnittsänderungen und können daher wie im 
zylindrischen Rohr behandelt werden, was bekannt ist. Große Querschnittsänderungen würden 
außerhalb des Rahmens dieser eindimensionalen Betrachtung liegen. 


Die Stoßänderung wird in einem Zustandsdiagramm verfolgt, in dem die Schall- 
geschwindigkeit a und die Gasgeschwindigkeit « die Koordinaten sind, die Gasbewegung 
durch die Wellenfortpflanzung im Weg-, Zeit-, &, t-Diagramm ermittelt. So wurden früher 
schwache Stöße und Wellen in Rohren veränderlichen Querschnitts graphisch behandelt’). 
Dabei wurde die kontinuierliche Querschnittsänderung durch einzelne kleine Querschnitts- 
sprünge angenähert, was einer Zusammensetzung des nichtstationären Stoßes aus einer Folge 
stationärer, nämlich in den zylindrischen Rohrstücken bestehender Stöße entspricht. Die Gas- 
zustände u, a, die von hin-, in +x-Richtung laufenden und rücklaufenden Wellen ver- 
schiedener Stärke aus einem Gas des Zustandes «,, a, erzeugt werden können, liegen im 
u, a-Diagramm auf Geraden 5 = konstant, «= konstant, wo 


2a werte 2pe, ga (l) 


gilt. Hier ist an Stelle der Riemannschen Bezeichnung r, s, zur Vermeidung von Verwechs- 
lungen mit der Entropie, «a, ö eingeführt. 


Die nichtstationären Verdichtungs- und auch Detonationsstöße sollen ebenfalls durch 
eine Folge stationärer Stöße angenähert werden. Im Grenzfall der unendlichen Folge wird 
die Näherung exakt. Es wird also darauf ankommen, den Zusammenschluß zweier solcher 
Stöße an Hand des «, a-Diagramms zu formulieren. 


Dabei treten zu den Geraden « = konst., = konst., Kurven y (a, u) = konst., die aus den 
Grundgleichungen des stationären Verdichtungs- und auch des Detonationsstoßes (Kontinuitäts-, 
Impuls- und Energiegleichung) gewonnen werden und alle Zustände «, a angeben, die durch 
solche Stöße aus einem Gas des Zustandes «,, a, erzeugt werden können. Daß solche Kurven 
für Verdichtungsstöße bestehen, wurde bereits von A. Busemann bemerkt. Durch diese 
Kurven ist der Gaszustand noch nicht eindeutig festgelegt. Man muß noch eine Zustands- 
größe an die Kurven anschreiben, wir werden dafür die Entropie wählen. 


Die »-Kurven lassen sich am leichtesten für starke Stöße angeben, für die 


ee a nn a 


> 


gilt mit w = Fortpflanzungsgeschwindigkeit, a, = Schallgeschwindigkeit vor der Stoßfront. In 
diesem Fall besteht hinter der Front eines Verdichtungsstoßes Überschallströmung, denn wenn 
k=c,le,=1,4, ist u—=a bereits bei w/a,=1,32. Bei Detonationsstößen, die wir hier wegen 
der formal gleichen Behandlung einschließen, ist (2) bei genügender Wärmetönung q sowohl 
für Über- als auch Unterschallströmung hinter der Front erfüllt, wenn nämlich 


1), F. Schultz-Grunow: Ing.-Arch. Bd. 14 (1943), S. 21 bis 29, 
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(| "r+] ">j+e) N 


mit 


(A= Wärmeäquivalent) unter der vereinfachenden Voraussetzung idealen Gases und gleicher 
k-Werte vor und hinter der Front. Zu (2) kommt man, weil für die minimale Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit n sie bezieht sich auf den stationären Stoß, 


min? 


M mi an. f ” 2 = f T a; a 


besteht. Durch diese Voraussetzung vereinfachen sich die Grundgleichungen des Stoßes er- 
heblich. Man hat dann 
.) k 1 


ho . 2 2? ı 9 4m? 3 3a), 
; Eri” a a; 2; cphn 2 De 


u [A 


woraus die Beziehung y (a, «) = konst., 


4 


kf=a!. ur: ... (8b) 


folgt, wo a,, u, vor, a, « hinter der Front bestehen. Mit f=0 hat man die Beziehung für 
den starken Verdichtungsstoß. Voraussetzungsgemäß gilt (3) für «, a-Werte, die groß gegen 
u,, a, sind. (3) ist eine Parabel, symmetrisch zu der Geraden «= u,, mit dem Minimum a, 
bei «,. Ihr rechter Ast bezieht sich auf hinlaufende, ihr linker Ast auf rücklaufende Stöße. 
Der Durchgang eines Stoßes durch eine infinitesimale (@Querschnittsänderung ist in 
Bild 1, 2 im x,t- und u, a-Diagramm für den Fall dargestellt, daß eine Welle eingeholt und 
außerdem ein mit Gasgeschwindigkeit sich fortbewegender infinitesimaler Entropiesprung 
(strichpunktiert) überschritten wird. Die vom Stoß links und rechts der Durchgangsstelle 
erzeugten Zustände 5,8 liegen mit den vor den Fronten bestehenden Zuständen 1, 4 je auf einer 
y-Kurve. Der Zustand 2 liegt mit Zustand 1 auf einer Linie ?=konst. (in + »-Richtung 
laufende Welle). Würde die Welle kreuzen, so würde 1 und 2 auf einer Linie a = konst. 
(in — x-Richtung laufende Welle) liegen. Die zweite y-Kurve ist benachbart, weil nach Vor- 
aussetzung zwischen 1,2, 3,4 nur infinitesimale Unterschiede bestehen. Es wird deshalb beim 
Durchgang nur eine Welle und kein Stoß reflektiert. Daß eine Reflektion tatsächlich eintritt, 





t g 
\ x 
P>) 
N2 
I 8 
- «I Bild 2 (rechts). Ein- ? 
7 
holen und Durchgang 
‘8 ö 
F / durch Querschnitts- u. | 
Entropieänderung. 
Unterschallströmung. 
Er 
ET. u 
4550 7 
Bild1. Einholen und Durchgang durch Quer- | EEE 


sehnitts- und Entropieänderung. Unterschall 
strömung. 


2) Die Formel hat gegenüber den sonst verwendeten den Vorteil, daß in ihr keine hinter der Front bestehende 
Zustände auftreten. 

3) Für Verdichtungsstöße geht (3a) aus der von H. Pfriem gegebenen Darstellung der Grundgleichungen her 
vor. H. Pfriem: Akust. Z. Bd. 6 (1941), S. 222/244, 
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wurde schon früher') gezeigt, weil sich sonst die Energie- und Kontinuitätsbedingung am 
Durchgang nicht erfüllen lassen. An beiden Seiten des Entropiesprungs besteht außer gleichem 
Druck gleiche Gasgeschwindigkeit, weshalb 7,8 auf einer Senkrechten im «, a-Diagramm liegen. 


Die Energie- und Kontinuitätsbedingung, die an einer Querschnittsänderung d.F' be- 
stehen, lassen sich in einer Beziehung zusammenfassen. Es handelt sich dabei darum, die 
Zustände 6, 7 in Beziehung zu setzen. Unterschiede entsprechender Größen sollen dabei mit 
d’( )=( ),—( ), bezeichnet werden. Die Kontinuitätsbedingung lautet: 

de du_ dF 
a Wr 
oder wegen der adiabatischen Zustandsänderung eines durch die Querschnittsänderung treten 
den Gasteilchens 
2 da de dF 


ne en ne 


Außerdem sind die Zustände 6, 7 durch die Bernoullische Gleichung 


a? u” ö 
kt 5 konst. De a ee a 


verknüpft und liegen deshalb im u, a- Diagramm auf einer Ellipse. Sie ist eine Kurve gleicher 
Energie. Auf ihr gilt 
k-1lu 


da= 2 2, WE RATE EN EEE SFR ° 
2 8 


Aus (4), (6) d’« oder d’a eliminiert, ergibt 


y dF au y k—idF au? 
du=-; u Eue ie 7 
F w—a’ 2 Fa?—w 


(7). 
Diese Beziehungen ersetzen die früher verwendeten Kurven gleicher Stromstärke und gleicher 
Energie und sind in der näherungsweisen Anwendung als Differenzengleichungen einfacher 
als die Kurven. Sie zeigen, daß bei Unterschallströmung einer Querschnittszunahme eine 
a-Zunahme und «-Abnahme, bei Überschallströmungen einer Querschnittszunahme dagegen 
das Umgekehrte entspricht, weil von der Lavaldüse her bekannt ist, daß bei w=a die 
Stromstärke ou die größte ist. 


Die Zustände 5, 6 in Bild 2 liegen, weil durch eine rücklaufende in — x-Richtung 
laufende Welle getrennt, in Bild 3 auf einer Linie «=konst.'). Aus (1) erhält man die Relation 


“) 


“e= Me. De A a A 


wenn mit d’( )=( ),—( ), Unterschiede der Zustände 5, 6 bezeichnet werden. 
Ferner seien die Entropieänderungen angegeben. Die Thermodynamik liefert die Beziehung 


'a\? [o\k—1 
A B ( 
In(.) In (>) | DEN nr ser ST 


Für die Zustände 7, 8, die von gleichem Druck sind, bekommt man 


BE: . 
17 %k 1 





2k A, 
Ss s=AR,ZgIn 2. 


bzw. bei infinitesimalen Unterschieden 


RR 2k d”’a 
d dei FE re nr 22 FE 


wo sich die drei Striche am Differential auf Unterschiede zwischen 7 und 8 beziehen. d’”’ u 
tritt nicht auf, weil v,=u,. Zur Bestimmung der Entropieunterschiede in einer Stoßfront 
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( 


7 . r 4 . I) . x 5 A) » 
etwa von s,—s, kann für jede y-Kurve — mit den Grundgleichungen des Stoßes als Funktion 
[e) . 
ei 
u ’ PER , y 
von = dargestellt werden, und damit auch s—s,. Trägt man an den y-Kurven s- Werte an, 
1 


so kann die Entropieänderung im «, a-Diagramm direkt abgelesen werden. Die Entropieskala 
erübrigt sich, wenn (2) und außerdem bei Detonationsstößen w’> fla, (u — u,) erfüllt ist, weil dann 


0 k+1 
0 h k 1 


1 


(11) 


gilt und damit nach (9) die s-Änderung durch die a-Änderung gegeben ist. 


Es besteht nun die folgende Entropiebilanz, die man aus Bild 1, 3 abliest, wenn man 
sich die Entropie über den Feldern aufgetragen denkt. 
Ss 


-S.—+S, s,=s ss r8 Ss 
7 5 1 8 I 


S 3 k 1 


und da s, —s,=d’””s 


ei —- a) - ut —8) : - » 2 Ra 


Hier sind s, — s,, s, —s, als gegeben zu betrachten. 


Durch die Beziehungen (7), (8), (10), (12) ist die gegenseitige Lage der Punkte im «, a- 
Diagramm festgelegt: Durch die gegebenen Punkte 1,4 wird der rechte Ast einer Kurve 
y=konst., durch den gegebenen Punkt 5 eine Linie «=konst. gezeichnet. Nun wird ein 
Punkt 5 angenommen, aus (12) d’”’s berechnet, damit aus (10) d’”’a, womit ein Punkt 7 
gefunden ist, der senkrecht unter 8 liegt, weil u,=u,. Aus (7) kann nun d’a, d’u berechnet 
werden, wenn dort a=a, gesetzt wird. Damit ist ein Punkt 6 gefunden. Liegt 6 auf der 
a-Geraden durch 5, so war 8 richtig gewählt. Der richtige Punkt 8 ergibt sich durch Probieren. 





t Ns 
N % 

35 
| B a ax Rn 
| Bild 4 (rechts). | N 

Einholen und 
Durchgang durch | 
Querschnitts- 
und Entropie- 
änderung. Über- 
schallströmung. 
Z— 
FE 
0 ET eu 
Bild3. Einholen und Durchgang durch rm) Er * 


Querschnitts- und Entropieänderung. 
UÜberschallströmung. 


Als Ergänzung zu Bild 1, 2 ist in Bild 3, 4 


4 u. s ! 
f » Überschallströmung hinter der Stoßfront voraus- 
| x gesetzt. Die reflektierte Welle wird von der Strömung 
Ä F ER mitgeführt, weil ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


a— u nach links kleiner als die Gasgeschwindigkeit 
nach rechts ist. Aus (7) ergibt sich nun, bei Quer- 
schnittszunahme Schallgeschwindigkeitsab- und Gas- 
geschwindigkeitszunahmeund daherStoßverstärkung. 





"@., Die Tangente der Energieellipse (5) hat nun die 

en ”” stärkere Neigung gegen die — w-Achse, als die a- 

__ Gerade, weil die Energieellipse von der a-Geraden 

Dr mr bei u=a tangiert wird (s. Bid 5), und am Quer- 
Bild 5. Energieellipsen und Gerade «, 3=konst. 


schnittssprung auftretende Zustände liegen auf der 
Ellipse (5) in umgekehrter Reihenfolge. 


im u,a-Diagramm. 
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Da die Stöße stets in Verbindung mit Wellen auftreten, sei kurz auf diesen Grenzfall 
eingegangen. Dann bleiben die einmal im inhomogenen Gas vorhandenen Entropieunterschiede 
erhalten und pflanzen sich mit Gasgeschwindigkeit fort. An Stelle der y-Kurven in Bild 2 
treten 3-Gerade. Man erkennt sofort aus Bild 2, daß nun Querschnitts- und Entropie- 
änderungen bei einer hinlaufenden Welle nur den a-Wert beeinflussen und die f- Werte 
erhalten bleiben, weil 2, 4 auf den gleichen 5-Geraden wie 5, 8 liegen. Dagegen wird, wie 
früher‘) gezeigt wurde, durch das Kreuzen der 5-Wert einer hinlaufenden Welle geändert. 
Die Änderung der Wellen läßt sich also am besten mit den Größen a, ö verfolgen, aus denen 
hinterher mit (1) «,a ermittelt werden können. Bei Stößen ist dagegen nach Bild 2 eine 
a- Änderung stets mit einer - Änderung verknüpft. Die Stöße erhalten dadurch die Bedeutung 
einer Umrandung von Strömungsbereichen in der x,f-Ebene, an der die a, %-Randwerte 
anschließender Bereiche durch die Grundgleichungen der Stöße verknüpft sind. 


Es sei die «-Differenz zwischen 8 und 5 ermittelt, unabhängig davon, ob es sich um 
Stöße oder Wellen handelt. Dazu kann man die a,w-Änderungen entlang der Stoßfront zu- 
sammensetzen aus den einzelnen Änderungen: Mit den in Bild 1, 3 veranschaulichten Be- 
ziehungen ist 


da=da+d”’a+d”a, du=du+td’u. 


Mit Berücksichtigung von (8) bekommt man durch Addition der beiden Beziehungen 


Bin. k 
da=d”a 5 % FE „+da+ , LE te 
Wegen (1,7) 
2 2 dF au 
2) nes =. ni rm 
d2a=,.-7da -du k ga audi 7 © RE Er (14). 


Durch Wellen wird die Entropieänderung d’’s nicht beeinflußt, jedes Gasteil behält seine 
Entropie, d’”’a ist somit bekannt, man hat dann die von Guderley bereits gefundene Be- 
ziehung, die das gleiche aussagt wie die früher gegebene graphische Konstruktion’). Von 
Stößen wird diese Entropieänderung beeinflußt. Sie ist rechnerisch weniger leicht zu 
gewinnen, als durch Aufsuchen der Zustände im «, a-Diagramm. 


Zu (14) ist noch eine ergänzende Bemerkung über den unterschiedlichen Einfluß der 
Unter- und Überschallströmung auf d’a, d’u zu machen. In (13), (14) sind die Vorzeichen 
der Differentiale rein formal als positiv für Endwert — Anfangswert eingeführt. Der Vergleich 
der Bilder 2, 4 zeigt aber, daß die Werte der Differentiale d’a, d’« bei Unter- und Über- 
schallströmung umgekehrte Vorzeichen haben, und man daher (13) verallgemeinert 


k—1 k—1 
dse=d"”a — — du zdaer —- du. ....."... (15 


zu schreiben hat. Hiermit 


2 2 dF au 
D) ie | .E ZZ — 
d2a=, : jdatdu=, | d d+ Fa u 


(16) 
mit dem oberen Vorzeichen für Unter-, dem unteren für Überschallströmungen, 


Damit sollten die Vorteile, die das «, a-Diagramm auch für die Behandlung von Stößen 
bringt, gezeigt werden. 550 


Eingegangen am 17. 6. 1944. 
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Die Strömung aus einer Wirbelquelle zwischen ebenen 
Wänden mit Berücksichtigung der Wandreibung. 


Von @eorg Vogelpohl in Berlin. 


Es wird die Grenzschichtbildung in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung bei 
rotationssymmetrischer Strömung aus einer Wirbelquelle zwischen ebenen 
Wänden behandelt. Für die nur geringfügig vereinfachten Navier- 
Stokesschen Gleichungen in Zylinderkoordinaten ergibt sich ein exaktes 
Integral mit der Weierstrafßschen #-Funktion, die je nach der 
Reynoldsschen Zahl die Zwischenstufen von der rechteckigen bis zur 
parabolischen Geschwindigkeitsverteilung liefert. 


Die Navier-Stokesschen Gleichungen in Zylinderkoordinaten r,d,z haben in mancher 
Hinsicht noch Möglichkeiten zur Integration geboten, die in Cartesischen Koordinaten nicht 
mehr bestehen. Die Radial- und Spiralströmungen von Hamel sind hier zu nennen, die 
Behandlung der laminaren Grenzschicht an der rotierenden Scheibe von v. Kärmän und die 
Stabilitätsuntersuchungen der Couette-Strömung von G. J. Taylor. Die zweidimensionalen 
Strömungen nach Hamel als Funktionen von r und # legen nahe, ob nicht auch nur von r 
und z abhängige Lösungen zu finden sind. Solche könnten physikalisch realisiert und für 
technisch wichtige Fälle angewendet werden, wie für die rotationssymmetrische Strömung 
zwischen parallelen ebenen Wänden, die im Kreiselpumpenbau als schaufellose Diffusoren 
oder Leitringe Verwendung finden. Für turbulente Strömung ist der Leitring bereits von 
Pfleiderer behandelt‘). Wenn dieser Fall auch in der Praxis vorherrscht, so kann doch 
bei Förderung zäher Flüssigkeiten die Kenntnis der Verhältnisse bei laminarem Fließen von 
Bedeutung sein. Die erste Näherung gibt bereits Einblicke in den Charakter der Lösungen, 
die vom Standpunkt der Grenzschichttheorie aus recht bemerkenswert sind. 


Die Navier-Stokesschen Gleichungen für die achsensymmetrische Strömung mit den 





Komponenten der Geschwindigkeit c,, c„, e. für die Richtungen r, 9, z lauten 
Öc, Ö C, Cu Io y 0° c, OÖ C,\ 0° c, 
( & ] - ) ui j 
®ı : 023 N 001 or’ or\ı 02 
. OCy 0 Cu Cu Ch 0° Cu Ö je) 0° Cy () 
He ) + t | 
"or 02 ) or? or\ı d2)] 
O6, | dc Iop_ [0° < 1 dc 0% c 
r rc vi r r 3 
"®z d2 002 01 r 00 02°| 


und die Kontinuitätsgleichung 


dc, ee: dc Io Ö C; 


+— + '=- (e„:r) + OÖ. Sn de 
or r dz Ent» d2 


Im folgenden wird der Fall der Strömung aus einer Wirbelquelle zwischen ebenen Wänden 
senkrecht zur Achse des Quellfadens mit dem Abstand b betrachtet. Für r=r, sei der 
Mittelwert der von der Quellstärke verursachten Radialkomponente der Geschwindigkeit c„., 
der Mittelwert der von der Wirbelstärke herrührenden Umfangskomponente c,„, als Anfangs- 
bedingung gegeben. Das Verhältnis c„/Cc„. seia. Die Komponente e. ist in erster Näherung 
vernachlässigbar klein gegenüber e, und c,. 


Bei Annahme reibungsfreier Flüssigkeit ist e„r = const eine Lösung der zweiten Gl. (1); 
aus der ersten kann dann der Verlauf von p ermittelt werden. Gesucht wird für die reibende 
Flüssigkeit die Nachbarlösung zu e„r=const. Ist diese Beziehung exakt erfüllt, so ver- 
schwinden in der zweiten Gl. (1) auf der rechten Seite die ersten beiden Glieder, mit guter 
Näherung wird dieses auch für die Nachbarlösung zutreffen. Nach der Kontinuitätsgleichung 
verschwinden bei e.=0 auch die ersten beiden Glieder in der eckigen Klammer der ersten 
Gl. (1), ferner ist dc,/dr=—.c,/r, daher wird 


1, C. Pfleiderer: Untersuchungen aus dem Gebiet der Kreiselradmaschinen, VDI-Forsch.-Heft 295, Berlin 1927 
S. 8437; Die Kreiselpumpen, ?. Aufl., Berlin 1932, S. 42/45. 
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ec, ec, 19 pP, 0? c, 
a r gdr "Ir 
(3). 
c, cu $ Cu'C, 5 a ö” Cu 
N) r 02? 


Die zweite Gl. (3) kann von der ersten unabhängig integriert werden, die gefundene Lösung 
ist daraufhin zu prüfen, ob die Vernachlässigung von 
6; li o /10 \ 
5 +3 (—): a a a 
or POrl\r orlrdr J ’ 
gerechtfertigt ist. Die erste Gl. (3) enthält unter den gegebenen Bedingungen keine Ver- 
einfachungen. 

Da c,=0 gesetzt wurde, kann sich die Form der Geschwindigkeitsverteilung in Ab- 
hängigkeit von r nicht ändern, die Lösung gilt daher nicht für beliebig große Werte von r. 
Die Geschwindigkeitsverteilungen für ec, und e, sind bis auf einen von r abhängigen Faktor 
gleich, der für r=r, den Wert a haben soll. Mit den dimensionslosen Veränderlichen 


N 


r . 
s und = 5 
h y h 18) 
werden die Geschwindigkeitsverteilungen in der Form 
5 , > 
„=u(s)-v(l)-c,„, und ,=a ra. re 


c 


Die Funktion « muß für s=s, den Wert eins annehmen und der Mittelwert von v 
soll gleich eins werden. Ferner hat » die Randbedingungen in der Z-Richtung zu erfüllen, 
v=0 für z2=0 und z2=b, bzw. t=0 und t= Die zweite Gl. (3) für die Umfangs- 
komponente wird mit Gl. (5) und (6) nach Multiplikation mit bjauv’c’,. 


angesetzt. 


s..wls-u+s,/[s=rv-r"Jabceuo:r? 2, EEE EEE ER. ° 


wobei k eine reelle positive Zahl bedeutet. Gl. (7) zerfällt in 


D So > 
sw+ . 2ks]ju=0 
mit der Lösung 
i k 
Ss (s?2 — s?) 
ee ee ae 
Ss 
wenn u (s,)=1 werden soll, und 
„ > Cuob , 9 2 
v’= 2ak a sen. 0%. RE Er © 


yv 


wobei Re=c,,: bl» die zur Kennzeichnung des Verhaltens der Strömung zweckmäßig gebildete 
Reynoldssche Zahl bezeichnet. In dieser Gleichung für » stört das negative Vorzeichen, 
das aber für k in Gl. (7) genommen werden muß, um eine nach außen abnehmende Ge- 
Für nach innen gerichtete Strömung, also die Wirbelsenke, 
Da die Gleichung für ® 
Hier sei 


schwindigkeit zu erhalten. 
ist k in Gl. (7) und (8) mit dem positiven Vorzeichen einzusetzen. 
quadratisch ist, ergibt sie in beiden Fällen die gleiche Geschwindigkeitsverteilung. 
der Fall der Wirbelquelle weiterhin betrachtet, dann geht Gl. (9) durch Einführung von 


D 


3 3 
ni Pr, 72, To 
"ET ae bY”T ak: Re’ EN (10) 


in 


y=6yf 
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über. Nach einmaliger Integration ergibt sich mit — g, als Integrationskonstante 
y’aily—g, 


die Differentialgleichung für die Weierstraßsche #- Funktion, und die Lösung, wenn #, die 
zweite Integrationskonstante bezeichnet, 


y=P(t+1,09,9)- (t,0,9;)- 


Sie erfüllt in dieser Form die Bedingung y bzw. » --0 für ?=0, Nach den Homogenitäts- 
formeln für die #-Funktion kann auch 


y=m’p (mi+mt,0, 1) m’eP(mi.,01). . ».... (WM 


geschrieben werden, wo statt g, jetzt m als Integrationskonstante auftritt und so bestimmt 
wird, daß für {=1 auch y=0 wird. Die £-Funktion habe im Reellen für beliebiges g, 
die Periode 2», sie ist symmetrisch zu». Wenn 9,=0 und ,=1 ist, sei o=o,, um 
mit der Bezeichnung in den Funktionentafeln von Jahnke-Emde in Übereinstimmung zu 
bleiben’); zahlenmäßig ist &, = 1,5299. Wird für t=1/2 das Argument der %-Funktion 
gleich w, genommen, also 


BEE . . x.» A |: 


dann ist wegen der Symmetrie zu @, 


P (mti)=r Aw, —t)=rP (m+mt,)), 
womit für {=1 ebenfalls y=0 wird und die Randbedingungen für 2=0 und 2=b erfüllt sind. 


Die Konstante #, 
von v gleich eins wird, 


wird so bestimmt, daß der als Anfangsbedingung gegebene Mittelwert 


. 2 ( k 
\od/=1 oder nach Gl. (10) \ydi Fe 


0 [F 


Re 
> : 


+ 


Mit y nach Gl. (11) und den Integrationsregeln der # -Funktion folgt 


l l 
\yd = \[p (# 4 bo, v0, 95) us ; (fo, V, 9;)] d ! 


0” 0 


ak 
Re, 


dl +1,,0, 9) +£& (to, 0, 95) P(t,,0, 4,)= 3 


wo £ die Weierstraßsche Z-Funktion bezeichnet, oder nach den Homogenitätsformeln für 
die £-Funktion 
‚ | i ak, : 
m ö(m + mt,0, 1) - m£ölmt,0, 1) + m?e (m tt,,0,1) Me %-, ..., (dB. 
+ 

Aus den Gl. (12) und (13) sind m und #, zu bestimmen. Für die Funktionen € und £ bei 
9%=0 und 9,=1 liegt im Jahnke-Emde eine ausreichende Tafel vor, dennoch ist es für 
die Berechnung von f, zweckmäßig, die Reihenentwicklungen zu benutzen. Danach folgt 


2% on l Pr m* \ 
m (mt,,d,1)= fi 7 Sue 
und 
N 1:01 | m" B 
mis(mt,,V,1)=- L, ee hrreri, 
ferner ist 
(m +mt,,0,1)={(2w, — mt,,0,1)=— (m t,,0,1)+22(w,,0,1), 


?) Jahnke-Emde: Funktionentafeln, 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1939, S. 166/171. 
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da die £-Funktion ungerade ist und für mt= mw, den Wert 0,5928 hat. Daher wird Gl. (13) 
i Er ak 
m?’ (m t,,0,1) -—2m£(mt,,0,1) +2 m£(n,,0,1)= 3 Re, 


oder angenähert mit den Reihenentwicklungen 


1 2 sw /[#, ) 3.63 ak 
. gr 2 zu Port e rn 
4 tw (Ad+2:1)\28 70 1+2t, 3 
Da #, für größere ak-Re klein ist, braucht das Klammerglied nur bis etwa ak:-Re=10 
berücksichtigt zu werden. 

Die Größe k bleibt unbestimmt. Bei der Anfangsbedingung für r=r, ist nur der 
Mittelwert von c,„ gegeben, die Form der Geschwindigkeitsverteilung aber offengelassen. 
Für ein gegebenes Geschwindigkeitsprofil und daraus ermitteltes k ist der weitere Verlauf 
der Umfangskomponente nach Gl. (8) zu berechnen. 


Die zahlenmäßige Auswertung ergibt zunächst für die Werte der Integrationskonstanten #, 
und der Größe m nach Gl. (12) 


ak:Re 1 10 100 1000 10000 100 000 
= 0,97 0,397 0,152 0,0520 0,01702 0,00545 
m= 1.072 1,703 2,345 2.775 2.995 3.02. 


Der Wert von #, gibt den Bereich an, der von der Periode der $-Funktion für die Lösung 
nicht in Betracht kommt. Der Verlauf der Geschwindigkeitsverteilung » nach Gl. (10) und (11) 
ist in Bild 1 wiedergegeben. Für die kleinen Werte von ak-Re nähert sich » weitgehend 
der miteingezeichneten Parabel, während mit wachsender Reynoldsscher Zahl die Ge- 
schwindigkeitsverteilung mehr und mehr in die rechteckige Form mit starkem Gradienten an 
der Wand übergeht. Damit ist ein weiteres Beispiel für die Grenzschichtbildung in Flüssig- 
keiten mit kleiner Reibung gegeben, und zwar als exaktes Integral eines nur mit wenigen 
Vereinfachungen durchgeführten Falles aus den Navier-Stokesschen Gleichungen. Es 
handelt sich dabei zwar um eine zweidimensionale, aber der Rotationssymmetrie wegen doch 
um eine räumliche Strömung, die der experimentellen Nachprüfung zugänglich ist. 

Die Zulässigkeit der vorgenommenen Vereinfachung, das Weglassen des in Gl. (4) 
gegebenen Ausdrucks, wird durch Einsetzen der gefundenen Lösungen in die rechte Seite der 
zweiten Gl. (1) geprüft. Es ergibt sich 


N) | 1 N) \ 0 eu] r Cuo h 
(e,-r)! + s FR oe: 
ör\rdr'" "22 





2 ur-kl2k5—aRe:n), 


wenn v” nach Gl. (9) ersetzt wird. Da » und s die Größenordnung eins haben, ist die 
Rechnung anwendbar, solange k gegen aRe klein ist. 


Für ein Zahlenbeispiel seien die bei Pfleiderera.a.O. betrachteten Größen gewählt: 
Ergiebigkeit der Quelle V=0,125 m?/s; Abstand der Ebenen b=0,07 m; r,=0,12 m; daraus 
C„"=Vl2ar, b=237m/s und s,—=1,714; die Wirbelstärke ist durch e„„=12mjs für r=r, 
gegeben; daraus a = 0,1975; und wenn als Flüssigkeit Wasser von rd. 20 °C angenommen wird, 
so istv»—=1- 10° m?/s; daraus Re = 12 : 0,07 : 10° = 840000 und a Re = 166000. Für k = 0,0006 ; 
0,006 und 0,06 wird ak-Re rd. 100; 1000 und 10000; wo k entsprechend den in Bild 1 
dargestellten Geschwindigkeitsverteilungen gewählt wurde. 


Den Verlauf der Umfangskomponente im Vergleich zur reibungsfreien Flüssigkeit zeigt 
Bild 2 für die Werte des eben erwähnten Zahlenbeispiels, wobei s/s,—r/r, von 1 bis 4 läuft. 
Bei dem größten Wert von k, dem ein nahezu rechteckiges Geschwindigkeitsprofil entspricht, 
ergibt sich wegen des großen Gradienten an der Wand eine die Umfangskomponente stark 
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767 T T 7 Bild 1 (links). 
Geschwindig 

BR, keitsverteilung 

u. in Achsriehtung 
für verschiedene 

72! __ | Reynoldssche 


Zahlen. 














m —r 
700.000 





a 
i 3 r 

72 in=S/5, 
l | Bild 2. Verlauf der Umfangskomponente c,, 
a 9” ud 9 ‘ 4 im Vergleich zur reibungsfreien Flüssigkeit. 


vermindernde Reibungswirkung. Die Abnahme ist größer als die bei turbulenter Strömung 
nach der Pfleidererschen Lösung, Gl. (11) a. a. OÖ. in unserer Schreibweise 


C u _ S,/8 
Cuo ASo[S 
1+7 1) 
a\s, 


die für A=0,05 den in Bild 2 mit eingezeichneten Verlauf annimmt. Bei k = 0,006 ist der 
Unterschied gegenüber der reibungsfreien Flüssigkeit kleiner, und bei dem kleinsten k-Wert 
verschwinden die Abweichungen beinahe schon ganz gegenüber c„- r = const. 


Nimmt man an, daß die Kurve für 4=0,05 durch die hier betrachteten Laminar- 
strömungen entstanden sei, so würde dieser Strömung eine Geschwindigkeitsverteilung ent- 
sprechen, die in der Nähe derjenigen für «k- Re= 1000 liegt. Die turbulente Geschwindig- 
keitsverteilung dürfte von der so errechneten nicht wesentlich verschieden sein. 


Das in der Rechnung vernachlässigte, durch Gl. (4) gegebene Glied ist bei den großen 
Werten von ak:Re und den zugehörigen kleinen von k verschwindend klein. Die weiteren 
Näherungen haben also in erster Linie eine Komponente in der Achsrichtung zu berücksichtigen. 
Das wird besonders deutlich, wenn man c, und c,„ in die erste Gl. (2) einsetzt, womit der 
Druck auch von z abhängig wird, im Gegensatz zu der dritten Gl. (1), die bei e,=0 auch 
opldz=0 ergibt. Die gefundene Lösung hat danach nur Gültigkeit, wenn » in der Achs- 
richtung einen möglichst konstanten Verlauf hat, also nur für die größeren Werte von ak - Re’). 


3) Dieim Jahnke-Emde mitgeteilten Zahlenwerte für die Weierstraßsche $£-Funktion sind teilweise etwas 


1 
unsicher. Die Periode ws ist gleich | =. K (150), wobei AK nach den Legendreschen Tafeln gleich 1,59814 20021 13 ist. 


” 


Damit wird wa = 1,529 954037. Die Reihenentwicklung liefert dann folgendes für die ersten Werte von r: 

















r 1 2 3 4 ) 6 
neu berechnet. ® R 13 841,6621 3 460,4155 1 537,9624 865,1039 553,6665 384,4906 
Jahnke-Emde . . . .. . 13 841,87 3 461,247 1 468,820 865,.0684 384,5109 

1 T Ss 9 10 11 12 
neu berechnet. . . . ..» 282,4829 216,2760 170,8847 138,4166 114,5939 96,1227 
Jahnke-Emde . . . . .. 282,4827 216,2671 170,8937 138,4187 114,3921 96,1277 


Eingegangen am 2%. 8. 1944. a 
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Über die turbulente Strömung im Rohr und längs einer Platte. 
Von K. Wieghardt in Göttingen. 


Bei der rechnerischen Übertragung der turbulenten Strömung in einem 
Rohr auf die längs einer ebenen Platte ergeben sich gewisse Abweichungen, 
die durch den verschiedenen Turbulenzzustand in Rohrmitte und am Rand 
der Plattenreibungsschicht erklärt werden. 


1. Einleitung. 


Nachdem die turbulente Strömung in einem Rohr experimentell und theoretisch auf 
der Grundlage des Mischungswegansatzes mit großer Genauigkeit untersucht worden war, 
übertrug L. Prandtl [1]') die Gesetzmäßigkeiten der Rohrströmung auf die freie turbulente 
Reibungsschicht einer längs angeströmten ebenen Platte. Auf diese Weise konnte vor allem 
der praktisch sehr interessierende Reibungswiderstand glatter, aber auch rauher Platten 
durch rechnerische Übertragung von Druckabfallmessungen in Rohren ermittelt werden [2, 3]. 


Bei dieser Übertragung wird angenommen, daß die Geschwindigkeitsverteilung in der 
Plattenreibungsschicht sich von der im Rohr nur wenig unterscheidet. Die im Versuch 
gefundenen Geschwindigkeitsverteilungen im Rohr können bekanntlich durch das theoretisch 
abgeleitete logarithmische Profil fast von der Wand bis zur Rohrmitte sehr gut angenähert 
werden, obwohl die zugrunde liegenden Annahmen: konstante Schubspannung und linear 
mit dem Wandabstand wachsender Mischungsweg nur in Wandnähe zutreffen. Bei der 
Plattenströmung dagegen verlaufen die Geschwindigkeitsprofile zwar in Wandnähe ebenso 
wie im Rohr; bei etwas größeren Wandabständen jedoch ist das Profil steiler [4]. Infolge- 
dessen ist auch der Impulsverlust und damit der Reibungswiderstand an der Platte etwas 
anders als im Rohr, was bei der Übertragung durch eine leichte Änderung zweier Zahlen- 
konstanten im sogenannten universellen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz (für glatte Ober- 
flächen) berücksichtigt werden konnte. 


Im folgenden soll dieser Unterschied zwischen Rohr- und Plattenströmung erklärt 
werden. Es zeigt sich, daß er nur zum Teil durch den verschiedenen Druckverlauf, vor allem 
aber durch den verschiedenen Turbulenzzustand in den beiden Fällen verursacht wird. 


2. Einfluß des Druckabfalls im Rohr. 


Um zwei ebene Strömungen zu vergleichen, untersuchen wir nicht die turbulente 
Strömung in einem Kreisrohr, sondern die zwischen zwei sehr breiten ebenen Platten, die 
so wenig Abstand voneinander haben, daß ihre beiden Reibungsschichten in Kanalmitte 
zusammenstoßen (im folgenden als „Kanalströmung“ bezeichnet); der Winkel, den die beiden 
Platten bilden, sei 2a. Im Fall a=0 — also im Parallelkanal mit gleichbleibendem Quer- 
schnitt fällt nun ebenso wie im Kreisrohr der Druck in Strömungsrichtung etwas ab. 
Wenn wir also Kanal- und Plattenströmung miteinander vergleichen wollen, müssen wir 
zunächst einen Diffusor mit einem solchen a >0 betrachten, bei dem der Druck gerade weder 
abfällt noch ansteigt. Das ist nach den Messungen von J. Nikuradse [5] bei «=0,15" 
der Fall. Aus den in verschiedenen konvergenten und divergenten Kanälen gemessenen 
Geschwindigkeitsverteilungen interpolieren wir diejenige für «=0,15° und erhalten ein 
Profil, das in Bild 1 aufgetragen ist. Dabei bezeichnen: « = Koordinate in Strömungsrichtung, 
y=Wandabstand, « = Geschwindigkeit, «,—Schubspannungsgeschwindigkeit, » = kinematische 
Zähigkeit und p = statischer Druck. In dieser halblogarithmischen, dimensionslosen Auftragung 
unterscheidet sich das Geschwindigkeitsprofil im Parallelkanal von dem bei @«—=0,15° nur 
ganz unwesentlich und ist deshalb nicht mit eingezeichnet’). Das sogenannte universelle 
Geschwindigkeitsgesetz ergibt hier eine Gerade, die die Messungen in Kreisrohren etwa von 
lg(yu,/v)=1,5 ab sehr gut wiedergibt. Zum Vergleich ist nun auch das Profll in der 
Reibungsschicht längs einer ebenen Platte aufgetragen. Es zeigt sich, daß zwischen Kanal- 
und Plattenströmung auch dann noch ein deutlicher Unterschied besteht, wenn auch im 
Kanal der statische Druck überall derselbe ist. 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Schrifttumverzeiehnis am Schluß der Arbeit. 


2) Dagegen ist es für Schubspannungsverteilung durchaus von Bedeutung, ob «=0 oder @«— 0,150 wie aus Bild 3 
ersichtlich. 
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Bild 1. Geschwindigkeitsprofile in halblogarithmischer Auftragung. 


3. Einfluß des Turbulenzzustandes. 


Die innere Ursache dieser Verschiedenheit von Kanal- und Plattenströmung scheint der 
Unterschied im Turbulenzzustand zu sein. Im Kanal sind nämlich auch in Kanalmitte noch 
starke Geschwindigkeitsschwankungen vorhanden [6], während diese am Außenrand der 
Plattenreibungsschicht völlig abklingen (Übergang in die ungestörte Potentialströmung). 
Die verschiedenen turbulenten Schubspannungen haben dann auch verschiedene Verteilungen 
der mittleren Geschwindigkeiten zur Folge. Zum Beweis dieser Annahme wurde die Reibungs- 
schicht an einer Platte gemessen, bei der die Turbulenz der Außenströmung künstlich stark 
erhöht wurde. 


Die Versuche wurden in einem Windkanal (vgl. [4]) durchgeführt, dessen untere Wand 
eine ebene glatte Meßplatte (1,40 mxX 6m) war. Die gegenüberliegende, gelenkig verstellbare 
2-0. ms 
dx 
Kanalhöhe war so groß (bis 0,6 m), daß überall zwischen unterer und oberer Reibungsschicht 
noch ungestörte Kernströmung vorhanden war. Die Windkanalturbulenz konnte durch das 
in Bild 2 skizzierte Gitter aus Blechstreifen (1 mm stark) und Runddraht erhöht werden. 
Das Gitter war dabei in der Druckkammer vor der Kanaldüse (Verengung 1:3,5 in senkrechter 
Richtung) angebracht. Die kritische Kugelkennzahl wurde dadurch von UD/v = 3,75 - 10° auf 
etwa 1,3- 10° erniedrigt. 


Wand wurde so eingestellt, daß längs der Platte gleicher Druck herrschte 


Einige Meßergebnisse mit dieser Versuchsanordnung sind in Bild 2 dargestellt. U ist 
die Geschwindigkeit außerhalb der Reibungsschicht, X die Rücklage von der Plattenvorder- 
kante, ö die Dicke der Reibungsschicht, ö* die Verdrängungs- und ® die Impulsdicke. Aus 
der Auftragung «/U über dem Wandabstand y ersieht man, daß das ursprüngliche Profil 
abgesehen von der Wandnähe durch die Gitterturbulenz wesentlich verändert wird; und 
zwar wird infolge der stärkeren Durchmischung am Rand der Reibungsschicht die Außen- 
geschwindigkeit langsamer erreicht und die Reibungsschicht im ganzen dadurch dicker. 


Um einen tieferen Einblick in die Strömungsverhältnisse zu gewinnen, wurden als 
Ergänzung zu den Geschwindigkeitsprofilen von Herrn H. Schuh mit einer von ihm ent- 
wickelten Meßeinrichtung (Hitzdraht mit Kompensation der Wärmeträgheit) die turbulenten 
Längsschwankungen «’ bestimmt. Der Verlauf von «’/U’ ohne Gitter nach Bild 2 entspricht 
vollkommen den bereits früher von H. Peters [7] gemessenen Schwankungen in einer 
turbulenten Plattenreibungsschicht. Während ohne Gitter die Turbulenz in größeren Wand- 
abständen fast völlig abklingt, fällt mit Gitter «’/U nur auf etwa 1,5°/, ab. 


Das Geschwindigkeitsprofil an der Platte, das sich bei Gitterturbulenz ergab, ist auch 
in Bild 1 gezeichnet. Es ist dem logarithmischen bzw. dem Kanalprofil schon wesentlich 
ähnlicher als das normale Plattenprofl. Außer den Geschwindigkeitsprofilen in Bild 1 
werden in den Bildern 3 und 4 auch die Verteilungen der turbulenten Schubspannungen 7 
(Wandschubspannung r,) und der Mischungswege ! über dem Wandabstand für die einzelnen 
Fälle verglichen. Auch aus diesen Bildern folgt, daß die Strömungsverhältnisse an der Platte 
denen im Kanal ähnlicher werden, wenn die Turbulenz der Außenströmung vergrößert wird. 
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Bild 2. Geschwindigkeitsprofile und turbulente 
Längsschwankungen in der Plattenreibungsschicht. 


Dint#, Frr 
QNENSITOMUNG 


Bild 3 (rechts oben). Schubspannungsprofile. 


Bild 4 (nebenstehend). Mischungswege abhängig 
vom Wandabstand. 








Dabei ist noch zu berücksichtigen, daß bei Kanalströmung die Turbulenz noch größer ist als 
im Versuch mit dem Gitter. So erhielt H. Reichardt [6] in dem einzigen bisher gemessenen 
Fall eines Parallelkanals «’/U-Werte bis zu 13°, in Wandnähe und 4°/, in Kanalmitte, also 
rund doppelt so starke Längsschwankungen als in Bild 2 angegeben. Es ist daher anzunehmen, 
daß bei noch stärkerer Außenturbulenz das Plattenprofil fast völlig mit dem im Kanal über- 
einstimmen würde. 

Schließlich zeigt der Versuch mit künstlich erhöhter Turbulenz, daß zumindest durch 
stärkere Windkanalturbulenz nicht nur wie bekannt der Umschlagpunkt einer laminaren 
Grenzschicht, sondern auch eine bereits turbulente Reibungsschicht selbst noch merklich 
beeinflußt werden kann. 
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Das Falten des Randes beim Pressen von Schalen. 
Von Fr. A. Willers in Dresden 
Für die Anzahl der Wellen, die an dem schmal n Rande kreisrunder. zu 
Schalen geprefiter Scheiben auftreten, wird mittels des Ritzschen Verfahrens 
eine Näherungsformel abgeleitet. 


Beim Pressen ebener, kreisrunder Blechplatten zu schalenartigen Gebilden beult der 
überstehende Teil des Randes wellenförmig aus. Die Zahl der entstehenden Wellen ist von 
der Randbreite abhängig. Bild 1 zeigt den Preßvorgang. Die Platte P wird zwischen zwei 
kreisringförmige Halter H, und H, gespannt, die ziemlich breit sind, und in der Mitte wird 
ein halbkugeliger Druckstempel 5 aufgesetzt (ausgezogen) und niedergedrückt (strichpunktiert). 
Bild 2 zeigt zwei solche ineinandergelegte Schalen, Bild 3 zwei Schalen von unten‘). Hier 


sieht man deutlich die Einpressung der Kanten der unteren Matrize. 




























































Bild 1. 


Bild 2 (reehts oben). 


Bild 3 (rechts). 


Für die mathematische Behandlung wird man den Rand als Kreisring ansehen, der 
infolge des Niederdrückens des Stempels am Innenrande gleichmäßig mit dem Zug — p pro 
Längeneinheit beansprucht wird. Davon, daß der Rand beim Pressen etwas schmäler werden 
wird, wird man absehen. Den Innenrand kann man als eingespannt ansehen, während der 
Außenrand frei ist. Für den Fall, daß der Innenrand nur gestützt ist, hat Geckeler’) 
Näherungsformeln, allerdings ohne Ableitung, gegeben. Im folgenden soll für das Problem 
eine Näherungslösung nach dem Ritzschen Verfahren gewonnen werden. 


1. Das elastische Potential. 


Man geht aus von dem Ausdruck für die Differenz der Formänderungsenergie und der 
Arbeit der äußeren Kräfte in Polarkoordinaten ’) 


1) Herrn Direktor F. Mayer (Regensburg) danke ich für die Überlassung dieser Aufnahmen. 
2) Handbuch der Physik, Bd. VI, Leipzig-Berlin (1928), S. 306 307. 
3) Fr. A. Willers: Die Stabilität von Kreisringplatten. Z. angew. Math. Mech. Bd. 23 (1942), S. 252 bis 258 
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wo N = 6A der Plattenfaktor, Ak die Plattendicke, @G der Schubmodul, u = l/m die 
> [2 , 


Querkontraktionszahl und »w die Durchbiegung der Plattenmittelebene ist. o,, o,, und r sind 
die bekannten Bezeichnungen für die Spannungen, die durch den Zug am Innenrande hervor- 
gerufen werden. Diese Spannungsverteilung, die rotationssymmetrisch ist, gewinnt man aus 
der Airyschen Spannungsfunktion 

F(r)=Binr+Cr:, 


und zwar ist 


0,: +20; 0,=— +2C:; dm Me 


B und € bestimmen sich aus dem Randbedingungen 


B B 
108 — +20 2; 6 —— +21 0 
r; fa r} 
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so daß man bekommt 


,=7 ; ;st1]}: 0,=— 
; Ya r; r i Ya 


ı 


pr; vi pr; er 
„ 
Setzt man nun in bekannter Weise 
w=v(r)-sinm®, 


wo m die zu bestimmende Zahl der Faltungswellen ist, so wird, wenn man die Integration 
nach ® gleich ausführt, 
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einführt, 
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wo zur Abkürzung noch 
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pri r,, 


N (ri — r}) 
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gesetzt wurde, und die Ableitungen durch Indizes bezeichnet sind. 
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2. Der Ansatz für w. 


Da es sich um die Anwendung des Verfahrens von Ritz handelt, genügt es, wenn der 
Ansatz die geometrischen Randbedingungen erfüllt. Wir begnügen uns daher mit der ein- 
fachen Form 

v (2) = a,(x — x; +a, (x — x;)°, 

mit der man z.B. für einseitig eingespannte Stäbe gute Näherungen für den ersten Eigenwert 
erzielt. Diesen Ausdruck setzt man in (4) ein und führt die Integration aus; dann bekommt 
man einen ziemlich langen Ausdruck, der eine ganze rationale Funktion zweiten Grades für 
m? ist, ferner kommen die x; bis zur sechsten Potenz vor, zum Teil multipliziert mit In «;. 
Wegen seiner Länge soll dieser Ausdruck hier nicht angegeben werden. Bildet man seine 
Ableitungen nach a, und a,, so erhält man zwei lineare homogene Gleichungen für a, und a,, 
deren Koeffizientendeterminante gleich Null sein muß. Diese Determinante ist eine quadratische 
Gleichung für A, deren Koeffizienten noch von x; und m’ abhängen. Für jedes .; ist der 
Wert von / zu suchen, der als Funktion von m? ein Minimum wird. Um diesen zu finden 
wurde zunächst ein fester Wert x; eingesetzt und 4 als Funktion von m in der Umgebung 
des Minimums berechnet, um so gleich einen Überblick über den Verlauf der Kurven zu 
gewinnen. Diese verlaufen um so flacher, je größer #;, je schmaler also der Rand ist. Der 
Wert von A hängt selbstverständlich von der Querkontraktion des Materials ab; er ist um so 
größer, je geringer diese ist. Die Rechnung wurde für «=0 und «=0,3 durchgeführt. 
Dabei zeigt sich, daß der Einfluß von « auf die Lage des Minimums ganz gering ist. m ist 
für u—=0,3 etwas kleiner als für u=V®. 


Die Werte von m und 4 für das Minimum sind aus den Kurven entnommen; da es sich 
doch nur um Näherungswerte handelt, ist die so erzielte Genauigkeit ausreichend. Nun wird 
sich am Rande im allgemeinen eine ganze Zahl von Wellen ausbilden. Es sind daher in der 
Zahlentafel 1 die Werte von % für die beiden dem Minimum benachbarten ganzzahligen Werte 
von m gegeben. Meist, insbesondere für schmale Ringe, unterscheidet sich einer von ihnen 
nur wenig von dem 4-Wert im Minimum. Der gewählte Ansatz wird die Verformung um so 
besser darstellen, je schmaler der Rand ist; die für die kleineren &; berechneten Werte 
werden daher weniger gut annähern. 


Zahlentafel 1. 





0,1 0,2 0.3 0,4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 


m 7 m ) m ). m 7) m ) m A m ) m ). m ). 





2 5.23| 2 | 9,60! 2 |18,82| 38 19,671 4 |33.79| 5 16859| 9 |148.0| 18 | 612,7 
»—=03 1.9 | 3.16 | 2,1 1.8 25. 720! 3 !10.09| 3,7 !118.03| 4,8 131,171 6 63.68 19.561 147,2|18.4 | 611,8 
318| 3 | 611! 3 | 759| 4 |12.07| 4 |18.24| 5 |31,84| 7 |66,50| 10 |147,7| 19 | 6123 





— 2 1668| 2 1551| 3 |15,15| 3 125,57! 4 |38,18| 6 173,4 9 1177,9| 18 | 718,7 
u 1.95| 4,00 | 2,3 | 6,27 2,7 |10,20| 3,2 ‚14,50| 3,9 |22,40| 5 |34.79| 6,3 73.239,85, 176,0| 19 | 714,8 
2 | 4,08| 3 | 7,53| 3 |10,27| 4 |15,17| 4 |2245| 6 |36,49| 7 173,3 | 10 |176,1| 20 | 716,4 





3. Sehr schmale Ränder. 
Um eine Formel für schmale Ränder zu bekommen, führt man die relative Randbreite 


.. Y; 5 . . . u 
= -—— ein; rechnet man dann die Potenzen von #;=1 [| aus und entwickelt die auf- 
a 
tretenden Logarithmen in Reihen, so wird der Faktor von a, in der ersten der erwähnten 
linearen homogenen Gleichungen 


BZ DE a a BE DE 
1-7) +3 30) +5 Betz) it- 


lt rat 3 m?) 4° a 2 m?) 4° 
1; 15 3m?) 5 — 2 m?) 4 ..., 


derjenige von a, in der ersten und von a, in der zweiten 


E15 - re er 1 Bi in 
6.4? 5 + + z m? | . Harz) +: 13 m’+ gm 1° + 
a 1 BE A \ 

+45 I +0 zm 1 (0 jo ) I . 


20* 








ä z : . Z. angew. Math. Mech. 
300 Willers, Das Falten des Randes beim Pressen von Schalen Band 34 Nr.5u.6 1944 





und endlich der von a, in der zweiten Gleichung 


„ZPRE : PN I WaBe : ER . "ER BE DITE FE 
12 4 10 l H\5 5 m?) + om 14° 4 35 m - m’) A 
EEE I: el 
rege | 


Bildet man nun die Koeffizientendeterminante, dividiert sie durch 1%, setzt m’ P?=u und 
)- 8 —=z, die, wie man aus den oben berechneten Zahlenwerten sieht, ungefähr konstant sein 
werden. und vernachlässigt neben diesen Werten alle Werte. die noch .1 oder eine Potenz 
von J als Faktor enthalten, so bekommt man z. B. für «—=0, nach einigen Umformungen 


aus der Koeffizientendeterminante der beiden Gleichungen für «a, und a, 


512 . 319 1 370 , 2142 , 35577 , 219 E: <; 
-2 ra rzutr — + + - u wW"—d. 
u 5 t u” u 20 107774 


Das Minimum von z nämlich 2=6,71 erhält man für w=35, also wird für schmale Ränder 
die Zahl der sich bildenden Wellen 
1,57 1,57 r, 


| E— | n y; 


in guter Übereinstimmung mit den oben für große x; ausgerechneten Werten. Der dazu 
gehörende Wert von 

2 6,71 

A= j? 
stimmt weniger gut mit den berechneten Werten; er ist noch größer als diese, die bekanntlich 
schon zu groß sind. Für noch näher an 1 liegende Werte von x; wird er hinreichend genau 
sein. Für den kritischen Wert von p findet man daraus den zu großen Wert 


BEER 6INKn ri) _ 671 Nr. + Pr) 
rar; 4° rilra—r;) 


In gleicher Weise erhält man für «u —=0 


1,92 r, 801 N (ir, - ri) _ 801 Nr. +r)” Se 
m = und p=- a en ‚ 59 
— Fi Ra: u r;(ra — r;) 


4), Geckeler gibt für den Beginn der Faltung in der hier benutzten Bezeichnung die Werte 


- MNatri . \ 
m z 1,65 ; e_; p=—55 is 
2(ra—rj) (ra —rj)? 


wobei zu beachten ist, daß er drehbare Lagerung des Innenrandes annimmt. 





Eingegangen am 1. 5. 1944. 
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